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Beitrag zur formelmaBigen Berechnung der stationiren 
Geschwindigkeitsverteilung umstromter Drehkoérper 
im Unter- und Uberschallbereich. 


Von W. Schultz-Piszachich, Wien. 


Zusammentassung. Die Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Drehkérper 
von beliebigem Umrif wird fiir verschiedene Machzahlen und Anstellwinkel im Rahmen der 
linearisierten Theorie so weit durchgefiihrt, daf8 in den gewonnenen einfachen Formeln nur noch 
die analytische Gleichung der Drehkérperkontur einzusetzen ist. Zur Lésung des Randwert- 
problems wird ein potentialtheoretisches Verfahren entwickelt. Dem Ingenieur stehen die einfachen 
Formeln (16), (26) und (37a), (37b) fir die Ermittlung der Ubergeschwindigkeit an der Korper- 
oberflache zur Verfiigung. 


Summary. A method, based on linear theory, is developed for calculating the velocity 
distribution around bodies of revolution, of any shape, for various Mach numbers and angles of 
incidence. The analytic expression of the body shape can be introduced directly in the resulting, 
and rather simple, formulae. The problem of boundary conditions is solved by means of a potential 
theory method. Formulae (16), (26) and (37a), (37b) may be used for computing the increased 
speed on the surface of the body. 


Résumé. Le calcul de la repartition des vitesses du fluide autour de corps de révolution a 
génératrice quelconque a été éxécuté dans le cas de la théorie linéarisée pour différentes valeurs 
du nombre de Mach et de langle d’attaque de telle sorte que dans les formules simples obtenues 
il n’est plus nécessaire d’introduire que l’équation analytique de la génératrice du corps de révolu- 
tions. Les valeurs limites s’obtiennent 4 aide d’une méthode développée a partir de la théorie 
du potentiel. Les formules simples (16), (26) et (37a), (37b) permettent a lingénieur de déterminer 
la survitesse 4 la surface du corps. 


Kinleitung. 


Zur Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung umstrémter spitzer Drehkorper 
(Geschosse, rotationssymmetrischer Diisen usw.) bei Uber- und Unterschallgeschwin- 
digkeit kann man sich des Naherungsverfahrens der Uberlagerung konischer Str6- 
mungen mittels polygonaler Quell- und Dipolanordnungen bedienent. Der Rechen- 
aufwand ist aber sehr miihevoll und umfangreich, wird im Unterschall praktisch uferlos 
und ist keinesfalls der linearisierten Theorie angemessen, zumal die Gesamtrechnung 
fiir jede UmriBform erneut durchzufiihren ist. Das Singularitaétenverfahren liefert 
hier nur im Uberschall fiir die Umstromung eines Kegels geschlossene Formeln’. 

In dieser Arbeit wird eine einfache formelmaSige Berechnung der Stérgeschwindig- 
keiten, welche an schlanken Drehkérpern in kompressibler und inkompressibler 
Stromung (MV >1, <1, = 0) auftreten, fiir beliebige UmriBformen des Kérpers 
ermoglicht. 

Die methodischen Einzelheiten werden in den Abschnitten 1 und 2 an der Uber- 
schallstrémung eines beliebigen (spitzen, schlanken) Drehkorpers erléutert. Es wird 


1 KAarman-Moore: Trans. Amer. Soc. mech. Engr. 1932. — Tsien: J. aeronaut. Sci. 5 (1938). 
2 Ferrari: Aerotecn. 17 (1937). 
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gezeigt, daB sich das Storpotential aus zwei singularen Potentialfunktionen a (7) 
und 6 (~) — Deviationen genannt — aufbaut. Diese beiden Grundfunktionen unter- 
liegen der sogenannten Deviationsbedingung, die sich aus dem fiir M > 1, <1 ver- 
schiedenartigen Verhalten des Stérpotentials im Unendlichen bzw. aus dem singularen 
Verhalten des Storpotentials an der Mittellinie des Kérpers (Drehachse) ergibt. 

Aus der Randbedingung, nach welcher der resultierende Geschwindigkeitsvektor 
an der Korperoberflache die Richtung der Profiltangente besitzt, gewinnt man nach 
Kinsetzen der analytischen UmriBgleichung die erste Deviation 6 in guter Naherung. 
Die korrespondierende Naherung der zugeordneten Funktion a wird der Deviations- 
bedingung entnommen. Damit ist das Stérpotential vollstandig bestimmt. 

Die Randbedingung ist von der Strémungsart, die Deviationsbedingung von der 
Korperform unabhangig. Umgekehrt erfait die Randbedingung den Kérperumri8, 
wahrend die Deviationsbedingung die Strémungsart charakterisiert. Das spezielle 
Profil geht tiber die Randbedingung in die b-Funktion und iiber die Deviationsbedin- 
gung auch in die a-Funktion ein. 

Es werden nach der Reihe fiir M > 1, <1, = 0 die Ubergeschwindigkeiten um- 
strémter Drehkérper ermittelt. AbschlieBend wird auf die Singularitatenverteilung 
eingegangen. 

Die Abschnitte und Gleichungen werden durchlaufend numeriert. Literatur- 
angaben finden sich im Text. 


1. Die Geschwindigkeitsverteilung umstrémter rotationssymmetrischer Kérper bei 
axialer Anstrémung im Uberschallbereich. 


In Zylinderkoordinaten 2,7, wm geniigt das Potential der raumlichen Uberschall- 
strémung der linearisierten Differentialgleichung 

B? Bag — Py — = ©, — yD yy, = 05 p= M?—1>0. (1) 

Die Anblasgeschwindigkeit W besitzt das Potential ® = Uw + Vy = W (% cos « -+ 

+ y sin «), wenn tga = a ~ o« den kleinen Anstellwinkel bedeutet, unter dem die 


Anstrémung erfolgt. 
Bei reiner Langsanblasung mit W = U wird das Potential vom Drehwinkel w 
unabhangig, so da das Stérpotential p fiir « = 0 die Differentialgleichung 


1 
B° Pax — Pre — Aes) (2) 
befriedigt. Nach Trennung der Variablen erhalt man als vollstandige Lésung von (2) 
yp = D>) 2 (vy Br) (A, cos vx + B, sin v2). (3) 


Als Zylinderfunktionen nullter Ordnung Z, (yfr) kommen die Besselfunktionen 
I, (¥Br) hier nicht in Betracht, da sie fiir r —> co abklingen, also ein fiir Uberschall 
unzutreffendes Verhalten zeigen. Die Eigenfunktionen der D.-Gl. (2) sind daher die 


Neumannschen Funktionen 
1 


N, (vy pr) = 7a ae coe fin - =f (n> y — >=) (4) 
=(0 


m=1 


(Eulersche Konstante In y = 0,5772 ...), so daB y die Darstellung 


p=: N,v Br) (A, cosyaz + B, sin y x) (3) 
erhalt. 
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Mit Riicksicht auf (4) formulieren wir eine Potenzreihenentwicklung fiir kleine r 
in Analogie zur Bildungsweise einer erzeugenden Funktion y (2, 1) in 


co 


| p= d'?" |p, (x) +4, (2) In }, (5) 
oder zweckmaBig in 
@ =a (x) + 6 (2) In Pt + 7 le (x) +d(a)In grt] cL sana ee went) 


Geht man mit dem Ansatz (5) in die D.-Gl. (2) ein, so ergibt sich durch Ko- 
effizientenvergleich gleicher Potenzen von r die Darstellung: 


es Pe Tip alee ate) +9 (@ (t, mt Tes ) 


n 
mit Reimer se) by 20 


(6) 


N ist der gewiinschte Naherungsgrad. 


Die Potentialgleichung (2) laBt also zwei Funktionen a und b unbestimmt, welche 
Deviationen genannt werden, da sich das Stérpotential m aus ihnen systematisch 
aufbaut. Die Aufgabe besteht nunmehr darin, die Deviationen a und 6 aus der physi- 
kalischen Problemstellung zu ermitteln. 


Nach den Linearisierungsvoraussetzungen miissen wir uns auf schlanke spitze Dreh- 
korper mit der Umrifgleichung® 


(pee ON EL Sel, (7) 
beschranken, wo « einen dimensionslosen Profilparameter (rel. Dicke, Vorderkanten- 
winkel o. dgl.) bedeutet. 

Die Randbedingung besagt, da die Kérperoberflache eine geschlossene Strom- 
flache bildet, das hei®t 


oD } o® 
ee fe ) ae (8) 
wo O=O f9=Un+a+blngaa a Bey (9) 


und die UmriBSgleichung (7) einzusetzen sind. 


Die Bedingung (8) erméglicht die Ermittlung sukzessiver Naherungen fir die 
Deviation 6, wenn man zwecks Koeffizientenvergleich gleicher Potenzen von « die 
Entwicklungen 


Or ae) ee" Ins = ay ay In ©. 87 (agg + Gy Ine) 


u,v =0 
b (x) = >’ b,, (x) 6%” In” & = boy + bo Ine + &? (by + 54, Ne) +... 
w,vy=0 


benutzt, wobei das Auftreten des Logarithmus nach (4) und (5) beriicksichtigt wurde. 


_Fihrt man diese Ausdriicke in (9) und (9) in (8) ein, so ergibt sich durch Ko- 
effizientenausgleich 


Doo = Bor ee bu ae 0, 


8 Die symmetrische Kontur des Drehkérpers werde im folgenden auch als Profil bezeichnet. 
Neben r = ¢0 (x) wird r = 7 (a) als Umrifgleichung benutzt. 
20* 
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bi) = oo’ U oder mit r = r (x), als UmriBgleichung: 
be Dig ae (10) 


Da diese Naiherung bereits von der GréBenordnung e? ist, konnen wir uns damit be- 
eniigen. Man sieht, daB die Umri8form des Korpers in die 6-Funktion eingeht. Falls 
eine allgemein giiltige Beziehung zwischen den Deviationen 6 und a bestiinde, ware 
a mit 6 bekannt und das Stérpotential y gemaB (5) véllig bestimmt. 


Diese sog. Deviationsbedingung kann man durch Vergleich von (3) und (5) direkt 
ablesen; sie ware aber nur fiir eine Profilsystematik in trigonometrischen Summen 
brauchbar. Liegt dagegen eine Profilsystematik in algebraischen Funktionen von 
x vor’, so kann man zur Ableitung der Deviationsbedingung eine solche Quell-Senken- 
Verteilung q(x) auf der Drehachse des Kérpers heranziehen, deren Potential der 
D.-Gl. (2) geniigt. : 

Die Koordinaten der Singularitaten seien (£, 0), die eines Aufpunktes (x, 7), die 
der Kérpervorderkante (— 1, 0). Da die von den Quellpunkten > x — fr ausgehen- 
den Stérungen den Aufpunkt (#,7) nicht mehr erreichen kénnen, wird das von den 
Singularitaten (£, 0) in (x, r) induzierte Storpotential nach Karm4én-Tsien® 


e—Br 
1 gq (&) dé 
ia 
| . (11) 


y(2, 7) = an (e—f?_ pr 
: —1 


Wenn man das Integral 


“w—Br 
ae ] » 9 (x) dé 
CRC AN GS aie 7 | Cee ee 
—1 


hinzufiigt, entsteht der Grenzwert 


x“ 
* 1 A= 
—1 

Das Integral ¢ 1a48t sich auswerten; es wird fiir kleine r zu 
os q (#) Br 

Gs elisa oe at ee 


pr 1 | =a dé 


Damit ergibt sich 


q (*) 
ly eqn Wan See 4m jé— a 
Sil 


wihrend aus dem Ansatz (5) 


Br 
|p — 8 (2) i Saleen 


folgt. Durch Vergleich der letzten beiden Relationen erhalten wir als Deviationen 


r>o0 wa (x) 


1 | £400 gg 


LG eget cea = | 
und ca 
) ba) oa ae (12) 
und somit die Deviationsbedingung 
nt— 
a(x) = lim | a ae. (13) 
6>0 


ih 


* Vel. F. Keune: Geometrie der Profilsystematik. Luftf.-Forsch 
' : g. Bd. 20, Lig. 3, 1943. 
° Vgl. R. Sauer: Theoretische. Einfihrung in ‘die Gasdynamik, S. 47. Sipein gele faba: 1943. 
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Setzt man (10) ein, so la8t sich 


a—sé 
a(x) = U tim | W (E)— 1 (a) 7’ (®) oe a 


&—a 
nach Vorgabe der speziellen Umri8form r = r (x) des Drehkorpers sofort ausrechnen, 
ist also mit b bekannt. 


Damit sind wir am Ziel. Wir bilden gema8 (6) und (10) die Komponenten w und v 
der Ubergeschwindigkeit 


—_ ia Ceo ner : (SY sale tir (my -1) +...4 
ower thers le tir (in eS >) ted 


fiir die dem Profil benachbarten Stromlinien. 


(14) 


Die Priifung unseres allgemeinen Ergebnisses am Beispiel des Kegels fiihrt auf die 
Formeln von Ferrari®. Verlegt man die Kegelspitze von (— 1,0) in den Ursprung des 
Koordinatensystems, so ist in den Reihen 1 + x durch x und in dem Deviations- 
integral (13) die untere Grenze — 1 durch 0 zu ersetzen. Der Kegel r = ¢ x verursacht 
bei Langsanblasung die Deviationen 


Oe Gee 
und damit nach (14) die Stérgeschwindigkeit 
1! / Br \2 Bl Hf oa NE x 
In 5.4 = () ae (—) b...| > 2 Ur Gof 
EE 1 / pr \2 tf Br\4 x1/ Br \2 
aes alae Seay head —...| oe ea 
Fir die Geschwindigkeitsverteilung an der Korperoberflache erhalt man in hin- 
reichender 1. Naherung bei Langsanblasung die allgemein giiltigen, einfachen Formeln 
u eye pita irate, 
DL ae ays cane Ge) 


in welche nur noch die Profilgleichung r = r (x) einzusetzen ist. An der Oberflache 
des Kegels ergibt sich speziell 


(15) 


ote Ao , ae 
puelne; y= & 


Liegt die Kegelspitze in (— 1,0), so werden die Deviationen fir M > 1: 
bee U (ba), =e (ea). 

Wahlt man als Korperumrif8 das Kreisbogenzweieck r = ¢ (1 — 2’), so hat man 
b= fe U (= ays a=eU(> i832), 


womit fiir « — 0 die Geschwindigkeitsverteilung fiir diese Kontur in (6) bekannt ist. 


2. Die Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Drehkorper 
bei Queranblasung im Uberschallbereich. 


Da der Anstellwinkel « von der Gréenordnung « sein soll, muB V <U verlangt 
werden. Erfolgt die Anstromung senkrecht zur Drehachse, so wird das Stoérpotential p* 


6 Ferrari: Aerotecn. 17 (1937). 
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auch vom Drehwinkel w abhangig, mu8 also der Differentialgleichung 


1 1 
PB? 0* cn — Pe = rT o*, — 72 Pwo = 0 (17) 
genugen. 
Bekanntlich’ fiihrt der Ansatz 
p* (a, 7, @) = yp (%, 7) Cos w 
auf die Gleichung 
I 1 
B? Paw — Yrr— Prt aa Y= 0 (18) 
fiir y, wihrend das Potential ¢, herrithrend von reiner Langsanblasung, die Differential- 
gleichung 
1 
B? Daa — Pre — | Pr = 0 (19) 
befriedigt. Differentiert man (19) partiell nach 7, so folgt 
1 1 
B? (Pr) ee — (Pr)er — ; (Pr)r 4 re (vr) = 9, 
das heiBt y, geniigt (18), so daB 


y* = 9, COS W (20) 


als Lésung unserer Ausgangsgleichung anzusehen ist, wo gy das Storpotential, her- 
riihrend von axialer Anstromung U, y* das Stérpotential, herriihrend von reiner Quer- 
anblasung V, bedeutet. 


Wir bilden also nach (6) ae cos und erhalten 
ae b* : 20 (B\2m 2,4 ore ” ax (Z 1 e, Br 9 
econo +, wir a) Gael to" (let ae + rem} 2D 
n=1 


Unterwirft man g* der Randbedingung, so erhalt man einen Ausdruck fiir b*, der von b 
verschieden ist. Dagegen bleibt die Deviationsbedingung fiir a* und b* dieselbe wie 
fiir a und b. 


Bei Queranblasung (« = 5) hat man als Potential der resultierenden Geschwindig- 
keit ®* = Vr cosw + y* in die Randbedingung 
o@* oD* 
( or \ ee oe) ( Ou ae 


einzufiihren. Analog wie vorher gewinnt man durch Koeffizientenvergleich der 
Potenzen e“ In” «: 


Cepia a ee b+, = Viotader b* = 0 ' (22) 
und als Komponenten der Stérgeschwindigkeit die Formeln 
cae or B24 2) has . Br 1 
7 = 008 oF {a 2 dat [VO 72 (In size a) 4 a (3 
reno. } Fe. 6 etek, oe Br 1 3) 
7 = cosw{ —(=] Paar oe ly + 7(In Tec oe 
mit 
| "a (8) — 7 
a* = Vlim |= SP) ge 
6>0 | ciated ; i 


a 


7 Durand: Aerodynamic Theory, Bd. 1; Munk: C VI, 2 (1934). 


Formelmafige Berechnung der stationdren Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Drehkérper. 295 


Fiir den Kegel r = ¢ x mit der Spitze im Ursprung ergeben sich bei Queranblasung 
liber die Deviationen 


3 


b* = V s*.a7, as =~ V eta, 
die Geschwindigkeitsanteile 
ee) re Poe ae (ee 
== “Poose[ mgs +a (e) Serlteae es 
Pe a ee a 


— & B2 cos w Ec Gof (2) + (a) yr] 


in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von Ferrari. 


1 


An der Kérperoberflache wird bei Queranblasung as a in 1. Naherung: 


“= = 27" cos w; = = COs w |- 1 ape (7) In Sten mee (26) 
fiir den Kegel r = « x speziell 
u* Ui. 
y = 2€ cos w; == cos <b = pe Ine]. 


Pir igas = sind dem Kegel r = ¢ (1 + x) die Deviationen 
OP ay AL te oe)? a*=2 eV (1+ ay, 
und dem Kreisbogenzweieck als UmriB r = «(1 — 2?) die Deviationen 
BM AV (L204), ata ay (pe ta Fatt + 4), 
zugeordnet. 


Die Formeln (14) und (23) bzw. (16) und (26) ermdéglichen die schnelle Berechnung 
der Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung des Korpers bzw. an seiner Oberflache 
fiir beliebige UmriBformen des spitzen, schlanken Drehkorpers im Uberschallbereich. 


3. Die Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Drehkérper im Unterschallbereich. 


Die linearisierte stationare Unterschallstromung wird in Zylinderkoordinaten 
von der Differentialgleichung 


1 1 : 
BP? ige Dre + Pr + Fr Pow = 9; |e ens be Os (27) 
beherrscht. Bei reiner Langsanblasung (« = 0) vereinfacht sich (27) zu 
1 
B? Pex + Pre + Ge Pr = 0. (28) 


Als Integral von (28) dient nach Karman-Ferrari® ® die Quell-Senken-Ver- 
teilung 


(29) 


ara 
ey g(§) dé 
pe 42) [a8 + Fe 


8 Karman: Abh. a. d. Aerodyn. Inst. Aachen 6 (1927). 
® Ferrari: Aerotecn. 17 (1937). 
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wenn sich der Korper von « = — 1 bis = + 1 erstreckt. Fugt man das Integral 


+1 

ai re 1 gq (a) dé 

PES Me Age V(ia—®2 + Br? 
1 

hinzu, so ergibt sich fiir r > 0 der Grenzwert 


+2 
q (#) Br 1 | g(&)—4q(#) 
(y a Y)r->0 ee AN ers on In BEE 6 a | dé. 


Geht man cee mit dem Ansatz 


Br > Br : 
== (x) + Oe Bria tat le(@) +4 (2) In Sie +r ~ 
in die D.-Gl. (28), so a man fir M <1 mit 
n 
oe Dall 
ere crs 
die Entwicklung m=1 
= Br\2n a” Be ht Br 
p= Eye: (Sy Se a +0@) (Btn eS] (30) 


n=0 
bei Langsanblasung ae 


meer v2 —1 
g* = cos of bea ate ye an (5) we PET) 


n=1 


bei Queranblasung. 

Das Storpotential ist somit auch fiir M <1 véllig durch die Deviationen a, 6 
und a*, b* bestimmt. 

Aus (30) folgt 


Br 
lp —8 (ayn iF hm aX) 
und durch Vergleich 
+1 
(a) 1 €) — 
wey oe ° a (2) An | oo dé, 
= 
sowie die Deviationsbedingung 
+1 
bh lb) 0 
a(z)=— 5 | esa (32) 
— 1 
Dieses uneigentliche Integral wird erklart durch den Cauchyschen Hauptwert 
a—sd “64 
lhe 3 8 b nee 
a(x) =~ lim ( |e tlle (ee — a) (32) 
6,6’->0 
eh a+ 0’ 


Wie im nachsten Abschnitt gezeigt wird, ist die Deviationsbedingung (32) aqui- 
valent zu der Relation 
= 2) Cn Pa (x); a (#) = DO, Pa (2) bas (32) 
n= 


n=0 
n 


1 
wo k, = pt ‘m’ “o=9 und P, (x) die Legendreschen Polynome n-ter Ordnung 
m=1 
bedeuten. 
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Die Auswertung der Randbedingung liefert die gleichen Ausdriicke wie im Uber- 
schall: 


bei Langsanblasung 

Oy =U 00", Otel b= ee (33) 

bei Queranblasung 
b= sas V 0%, b* == Ee 0 %6 a V 72, (34) 

Mit (32) und (33) bzw. (34) sind y bzw. g* = ¢, cos w vollstandig ermittelt, da die 

Deviationsbedingung (32) in gleicher Weise fiir b*, a* wie fiir b, a gilt. 

Fir « = 0 ergibt sich der Geschwindigkeitsanteil 
wu 0 


na a bas br PN Ge Nia a Br 
To ate +P mse (EF) soe be +7 (i ice Peep 
aloe oe fe ae Ol Ohba aif Br B Viliy ha 
U2 de \r PE pent ee x)| +--+, 
mit 6 gemaf® (33) und a gemaB (32). 
BOWE o¢ = berechnen sich die Komponenten der Stérgeschwindigkeit aus 
: aes 0 (7 (i. GE Nhe = Br 1 . 
7 = cos x {4 2am | Ae x)) 4 a 
> 36) 
of 7 \2 Bi Oat Br 1 ( 
= — cos 0{(4) Pie sat (F ee ee >) Paar 
mit b*, a* nach (34), (32). 
An der Korperoberflache ergeben sich die einfachen Ausdriicke 
OE Ga ee CO ee 
Cie he PA ee ae Wie tot ay 
: é 
= or COS W; a = cos —1 + £ @)" In oe : (37 b) 


Die Beziehungen (35), (36), (37) erméglichen die schnelle Berechnung der Geschwindig- 
keitsverteilung fiir beliebige Drehkérper in kompressibler Unterschallstromung. 
Die Anwendung dieser Formeln auf den Kegel r = ¢ (1 + 2) liefert tiber 


Go U1 + 2), Gee ee 
2 
OF ee YE a), a*=—=V(322+4a-— 1), 
auBerhalb des Korpers die Bestimmungsgleichungen 
w of] Br il Br ‘(3 2 Ane, 
7a ef 2V1— at rea pe Vege Vw Fe eee (38) 
v Ad ee oe Tee ae fie ce ; | 
os se eee ee ae pea ee? 
fiir « = 0, sowie 
x 2(1+ 2 6 il 
w= &cos 0 { ae eg) ae x 9 4 ee 
Ga pe re iat (39) 
{7 = — Foose | . [eee in | aa are aoa 
Jute = und an der Kegeloberflache 
u v ‘ 
a Se; ar 8; fur «= 0, 
y s. (40) 


u* ur Fe 
yp =2ecosa; yp =cosw[—1 + pe?lne], fun 6 
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Die von einem Rotationskérper mit Kreisbogenzweieck-Profil r = ¢ (1 — 2?) her- 
vorgerufenen Deviationen sind im Unterschall 


b= 268U (23 — 2), a=eU (4x — 32), 
b¥ ie" V (l se 2ae ae), at=8V (Fat att 4). 


Hatte man an Stelle von In a bzw. In stewin dem Ansatz (30) bzw. (5) 


mit In fr operiert, so ware auch diese unterschiedliche #-Abhangigkeit in die Deviations- 
bedingung gewandert, so da der Wesensunterschied von Unter- und Uberschall 
vollig von der Deviationsbedingung erfaBt ware. Letztere charakterisiert also die 
Stromungsart. 


Rein rechnerisch ist die Integralauswertung der a—b-Relation in der vorliegenden 
Form fiir M < 1 nicht erheblich miihsamer als im Uberschall. Dagegen wirkt sich der 
F Br 
h Ate 
Logarithmus In gylaa 
wesentlich unangenehmer aus als die einfache Bildung der Ableitungen von In 


fur Me, 


fiir M < 1 beziiglich der fortgesetzten Differentiationen 
Br 
2(1+ 2) 


4. Die inkompressible Strémung um beliebige Drehko6rper. 
Bei den jetzt betrachteten inkompressiblen Strémungsverhaltnissen! untersuchen 


wir weiterhin schlanke Drehkorper, lassen jedoch die Linearisierungseinschrankungen 
beztiglich kleiner Anstellwinkel und spitzer Korper fallen. Der Drehkérper mit runder 


Profilnase werde also einer beliebigen Anstromung ® = Ux + Vz (V = U) ausgesetzt. 


Fir die Behandlung dieses Problems fiihrt man an Stelle von Zylinderkoordinaten 
zweckmaBig rotationselliptische Koordinaten /, 3, w ein, die folgendermafen definiert 
selen : 

x = oj A cos 0 
y = Sind sin  sinw | 0 
r = Sin Asin 0 ; (41) 
z= Sind sind coswa|0 Sa S22 
Fiir kleine r bzw. / gilt angenadhert 


IA IA 


x =cosd;r—/ sind (42) 
Das resultierende Stroémungspotential 
S=P+y=U Gojs cos + V Sind sin 0 cosw + ¢@ (43) 
geniigt in den Koordinaten (41) der Differentialgleichung™ 


a ee ee na SUC Ve 
sin # 37 Sind = + Sind Ze sin d>e + Siniam® da® — 9 (44) 


und liefert die Geschwindigkeitskomponenten 


1 oD 1 o® 1 a 


w = Wy = ; Vo = Cnda 
‘ VGint2+sin29 04°? VGint4+ sin? OF ’ ile Sin Asin dw* 


(45) 


ay W. Schultz-Piszachich: Uber eine potentialtheoretische Methode zur Berechnung der 
Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Kérper. Dissertation Universitat Wien, 1947. 


t Magnus-Oberhettinger: Formeln und Satze fiir die spez. Funktionen der mathematischen 
Physik. Springer-Verlag. 1943. 
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Im Falle reiner Langsanblasung reduziert sich (44) fiir das Stérpotential y auf die 
Differentialgleichung 


1 op ee 
Sat or Sind + aap ay sin 0G =0. (46) 


Die im Nenner auftretenden ees Sin Add und sin # dé legen die Substitution: 
& = cos #, € = Gof Anahe. Dadurch erhilt (46) die Form 


e 
aca (eit 2224 ey oP 


Nach Trennung der Variablen gelangt man bekanntlich!? auf zwei Differential- 
gleichungen vom Typ der Legendreschen Differentialgleichung fiir ¢ und ¢. 


= 0, (46) 


Beriicksichtigt man die Regularitatsbedingung (g,_,.. = 0) und |§| = |cos 3] <1; 
\¢| = |Goj 4) = 1, so erhalt man als Entwicklung von nach den Eigenfunktionen 
von (46) 


p = S'C,, Pn (cos 9) Qn (Gof A), (47) 
n=0 
wo P,, baw. Q, die gewohnlichen Kugelfunktionen 1. bzw. 2. Art bedeuten. 
Wegen|¢/|=1 lauten die letzteren: 
1 Cea 4 (Serie 
Qo (6) = gn = 1? Q:(6)= gin a 1 sells 


Q.()=+8e—N)m 44 — 


ss ¢ usw. 


Fiir kleine 4 (¢=1+ 4 +...) wird 


Qn (2) =Qn (CofA =ng+ Gta. er 


und eek any pep (cos 9) (In = Da yecttialadi (48) 


n=0 


Legen wir demgema8 den Ansatz fiir das hase ern 
2 
y =a(0) +6 (0) In +2 le() +4 (8) In 5] sti ore SN (49) 


den weiteren Betrachtungen zugrunde, so erhalt man durch Vergleich von (48) und (49) 


die Deviationsbedingung 
n 


; z= = =f] 
= Sa C, P, (cos 9); a (#) a CoP, (€os 0) h,: ha pies (50) 


m=1 
Die angenaherte Ubersetzung von In 7 in Cartesische Koordinaten ergibt 


2 


Toe 
In? aie 2V1l—-2 


T 


?) 


das heiBt die Deviation 6 dieses Abschnittes entspricht der Deviation — 6 in (30) fiir 
6 = 1, so daB die Deviationsbedingung (50) auch in der Form 


a A, 
1 | b(&) —6b(x) 
a (x) = | [é— a| dé, 


—1 


122 Lamb: Hydrodynamics, und Durand: Aerodynamic Theory C VII, 4. 


300 W. Schultz-Piszachich: 


mit der Definition 
pas 


x ae dl 
—b b(é)—b 
8,0 \_ | ae 
gegeben ist. 

Im iibrigen vollzieht sich der RechenprozeB wieder véllig analog nach der Be- 


schreibung in 1 und 2. Mittels der Umrifgleichung 2 = « A (#) oder 2 = A (8) gewinnt 
man fiir « = 0 aus der Randbedingung 


: é 
(U Sin Acoso +) = eA’ (0) (— U Gof Asin 9 + FF), 


co 
die Deviation 6, = U A(Asin 9)’, wenn man hier neben b= .»’ ¢?* In’e b,, (0) 


uw,» =0 
und a = 3’ <?"In’ea,,(%) noch die Funktionen Gof ¢ A und Sine A nach Potenzen 
pv,vy=0 ‘ 
von ¢ entwickelt. Wegen (42) wird 
by = &by = UA(Asin 8)’ = — Ur?’ 
und dpe ae 


gemaB (50), wobei die Ableitung nach 2 durch Punktierung zur Unterscheidung 
von —7, angedeutet werden soll. 


Bei reiner Langsanblasung erhalt die resultierende Geschwindigkeit an der Kérper- 
oberflache 
w= V1 + 8A’ w, 


die Formel 


w —sin 3 | 22 : 72 ay b I 2 | 
= —_____—_——— } ] 4 2 | =|. . 
oO V Gin? 4 + sin? } 2 oe oy bee r U s A (52) 
wo die UmriBgleichung 2 = 4 (9) bei Beachtung von d x = — sin 0 dd einzusetzen ist. 


Das Storpotential, herrithrend von reiner Queranblasung, ist 


% oy COS @ 
P” ~ be — Sines + sin? d 
und wird einfach 


(3 Co} Asin & + 22 Sin A cos 8) 


* 


b . 
on c0n te, (53): 


sofern man sich hauptsachlich fiir die Geschwindigkeitsverteilung an der Kérperober- 
flache interessiert. 
Aus der Randbedingung 


* 
(V Gof Asin dcosw +S") = ¢A'(#) (V Sin 4 cos 8 cos w +3) 


pas iN A=—eA 
entnimmt man b*,, = — V (A sin 9)? 
oder b*% =—V (A sind’? =— VP (54) 
und a*, gemaB (50). 


Wir erhalten so bei Queranblasung in guter Naherung an der Korperoberflache 
die Komponenten der resultierenden Geschwindigkeit 


We 2ecosa . 7 Wy , Ys Woy E 
Vi. V Gia ane (Asin 3)’; 7 ea 3 > =—2sinw. (55) 
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w = — 2 V sin o ist mit der Tangentialgeschwindigkeit des unendlich langen Kreis- 
zylinders identisch. 


Bei Ausschlu8 der Umgebung von # = 0 und = a gilt 


Ws 2coso d >. dy 
Va ee ae sin #) = — 2 cosw—7-, 


das hei®t bei Queranblasung ist w, am Mittelteil des Drehkorpers der Steigung seines 

Umrisses proportional. Fiir « = ne liegen die Staupunkte in den Ebenen w = 0 und 
dy oe F 

= = wegen i = 0 bei 7,,,,, der gréBten Dicke des Korpers. 


Zum Beispiel erhalt man fiir die Oberflache des gestreckten Rotationsellipsoids 
A= 6 bei x = 0: 


w —sin ? 2 1 
eee wy 8 (1 ae ) 5 
U /Sin2A + sin? d af ae é 2 oe) 
und bei « = a 
Ws 2ecosw cos % Woy ; W) 
= — z a 2 D5 SS =|!" 
¥ V Sin? A + sin? d , eae Y z en) 


in Ubereinstimmung mit den strengen Formeln bis auf Glieder vernachlassigter GroBen- 
ordnung (vgl. Durand: Aerodynamic Theory, C VII). 


Elliptische Koordinaten sind nur zur Erfassung von Profilen mit dem Hinterkanten- 
winkel K = 0 (Joukowsky-Profile) und K =a geeignet. Fiir Korperkonturen mit 
dem Hinterkantenwinkel 0 < K <a (Kaérman-Trefftz-Profile) kann man 1. auf 
die Formeln (35) und (36) fiir 6 = 1 zuriickgreifen, 2. die Formeln (52) und (56) bei 
AusschluB der Hinterkante ? = 0 benutzen oder 3. Kreisbogenzweieck-Koordinaten 
an Stelle von elliptischen verwenden und das Deviationsverfahren als Storungsrechnung 
durchfiihren. 


Die Benutzung elliptischer Koordinaten bietet anderseits wesentliche Vorteile: 
Zur Berechnung der Druckverteilung mu’ man bei Verwendung Cartesischer Koordi- 
naten Ober- und Unterseite des Kérpers durch lastige Vorzeichensetzung unterscheiden, 
wahrend iibereinanderliegende Punkte der Ober- und Unterseite in elliptischen Koordi- 
naten einfach durch die Winkel # und 2 a — # markiert werden. 


Die Untersuchung der Stroémungsverhiltnisse an der Profilnase x (x), y = 0 erfolgt 
zweckmafig in elliptischen Koordinaten. Denn die Abszisse x = Gof 1 cos & wird an 
der Nase 


22 
x(n) = — Col Aw —1— = 
Der Kriimmungsradius 
p2)°/2 
Paes es 
Yr 
liefert an der Stelle ® = a den Nasenradius 
ROG = a4 R |. A (zt). 
Folglich ist ( ) zi s (7) 
we () = (57) 


das heiBt die Belegungslinie reicht nicht bis zur Profilnase; der Anfangspunkt der 
Singularitaiten mu8 um einen halben Nasenradius von der Nase selbst entfernt sein. 
Diese bekannte Bedingung, die bei Verwendung Cartesischer Koordinaten zu unbe- 
quemen Koordinatenverschiebungen fiihrt, ist hier von selbst erfiillt. Durch Benutzung 
elliptischer Koordinaten wird erreicht, da die Entwicklung fir kleine A noch ein 
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kleines Stiick vor der Singularitatenstrecke gilt, wahrend die Entwicklung fir Y in 
Cartesischen Koordinaten nur dicht tiber und unter der Belegungslinie konvergiert. 


5. Die Singularitétenverteilung umstrémter Drehkérper. 


Mit den Deviationen ist auch die als Kérperersatz dienende Singularitatenvertei- 
lung bestimmt. 


Im kompressiblen Unterschall ergab sich laut (31) und (33) 
q(a)= —2n26(4)=+2n0U rr’; 
bei der inkompressiblen Vergleichsstromung erhalt man 
G(G) = 2 2b (2) se Serr 


die gleiche Quell-Senken-Verteilung, das hei8t wir betrachten in beiden Fallen den 
gleichen Korper. Die Quellstarke 


G (aye Uy) 8 ee (58a) 
ist also der Querschnittsanderung des Rumpfes proportional. 
Im Uberschallbereich folgt aus (10) und (12) die doppelte Quellstarke 
d be 
q (x) = 2U = (ar"), (58 b) 


wie im Unterschall. 


Auf Grund dieser Ergebnisse lauten die strengen Formeln 


soiree 
by (arbres Ae ain ay 


PO BS) Vea are 
(59) 


e—Br = 
p=0\ (6) () dé pons? ale pceatl 


Va— pe 


fiir das Storpotential bei axialer Anstromung. Z. B. besitzt der Kegel in beiden Fallen 
eine lineare Quell-Senken-Verteilung. 


Fir M = 0 hat man als Storpotential y*, herriihrend von reiner Queranblasung, 
in 1. Naherung den Ausdruck 


. b* 72 
C= tek Oe Vase COS w, 


so daB die resultierende Stromung das Potential 
im _ 
®—Vr coso + Vv — cos w = V(r+=) COS w 


erhalt, das ist die bekannte Umstrémung des Kreiszylinders vom Radius 7. Die Devia- 
tion 6* laBt sich also als Dipolstarke oder Dipolmoment m (x) = V 72 deuten. Diese 
Dipolverteilung ist im Gegensatz zur Quellverteilung dem Korperqueerschnitt selbst 
proportional. Ersetzt man den gegebenen Drehkérper in jedem Querschnitt x = Xi 
durch den zugehérigen Kreiszylinder vom Radius 1), So hat man eine gute Annaherung 
an die wirklichen Strémungsverhiltnisse. 


' 


FormelmaB8ige Berechnung der stationiren Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Drehk6rper. 303 
Das Rotationsellipsoid A = « kann im Hinblick auf die entstehende Verdrangungs- 
stromung durch die fiktive Singularitaétenanordnung 
q (x) = const x und m (x) = const (1 — #2); 
d. i. eine lineare Quell- und kreisbogenartige Dipolverteilung ersetzt gedacht werden. 


Im Unterschall arbeitet das Singularitatenverfahren bei Queranstr6mung mit dem 
Potential der Dipolanordnung™ 


ee Th m6) dé 
? 4n cos @ | [(@ — &)2 + pe v2y"/2 ’ (60a) 
aus dessen Grenzwert 
(P" p50 = aM (a2) +S" BX (a) 
die Beziehung 
es m (x) = 2% b* = 24 Vr? (x) (61a) 
Entsprechend bildet man aus dem Uberschallintegral™ 
Br Pr m(€) dé 
*' = —— co 
den Grenzwert fa gr ae Meas pg aad ee 
er 
1 
(P*)p-o9 = pare mn (2) > EP 5 (2) 
und erhalt 
8aB 14 eae 


Fir den Kegel ergibt sich demnach bei Queranblasung im Unterschall eine para- 
bolische, im Uberschall dagegen eine lineare Dipolverteilung. 


Die Gl. (60) und (61) vermitteln die Lésung unseres Problems bei Queranstrémung 
in den nunmehr bekannten Ausdriicken fiir das Stdrpotential 


salt 


Ay | Fl 7 (&) dé 
gt=5 Vrcos « | (oS? 4 Pape? pti lie ee, (62a) 
g* = 20 fr cos w | [ad + 8) (a—8?— Bh? 2— M?— 1 >0. (62b) 


Die Integrale (59) und (62) sind die strengen Losungen des vorliegenden Problem- 
kreises bezitiglich 7; beziiglich q (x) und m (x) sind sie exakt bis zur GroBenordnung é?. 
Die in der Praxis am meisten interessierende Geschwindigkeitsverteilung in der Um- - 
gebung des Korpers und an seiner Oberfliche wird zweckmaBig nach den einfachen 
Formeln der Abschnitte 1. bis 4. berechnet. 


Hier wurden die Deviationen a, 6, a*, b* in der hinreichenden 1. Naherung an- 
gegeben. Man kénnte jedoch durch Iteration nach der Reihe héhere Naherungen be- 
rechnen, indem man iiber die benutzten Deviationen der 1. Naherung aus der Rand- 
bedingung die nachsthéheren fiir 6 und b* entnimmt, die zugehérigen Funktionen a 
und a* mit Hilfe der Deviationsbedingung ermittelt, mit diesen Werten die 3. Nahe- 
rung fiir b und 6* wieder der Randbedingung entnimmt und so bis zu dem gewiinschten 
Naherungsgrad ¢% fortfahrt. Diese Iterationsméglichkeit wurde hier nicht ausgenutzt, 
da eine gréBere Genauigkeit in den Deviationen nicht dem Rahmen der linearisierten 


Theorie angemessen wire. 
(Hingegangen am 12. April 1949.) 


13 Vgl. R. Sauer: Theoretische Einfiihrung in die Gasdynamik, S. 32. 
14 Vgl. R. Sauer: Theoretische Einfiithrung in die Gasdynamik, S. 47. 
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Die Bineutronen-Perioden der Reinelemente’*. 
Von H. Watzlawek, Fritzens (Tirol). 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird mittels der neuen Restneutronen- bzw. Bineutronen-Perioden- 
diagramme nachgewiesen, daf} die Reinelemente gesetamafig in der Reihe ss stabilen Elemente 


liegen. Ferner wurden drei Bineutronenperioden mit einer Lange von 16 ne nachgewiesen. 
Summary. By means of the new rest neutron respectively bineutron period diagrams it 
is detected that thé pure elements regularely are placed into the series of the stable elements. 
Further three bineutron periods of 16 iin length are detected. 
Résumé. Au moyen des nouveaux diagrammes de périodes des neutrons restants respectivement 


des bineutrons la démonstration est faite que les éléments purs sont 4 ranger obligatoirement 
dans la série des éléments stables. Ensuite trois périodes de bineutrons d’une longueur de 


16 ni, sont décelées. 


Einleitung. 


Auf die wahrscheinliche Existenz des Di- bzw. Bineutrons nj schlieBen D.N. 
Kundu und M.L. Pool! bei der pa pemmcneren Untersuchung der Reaktionen 
Rhj:’ (H3, p), Rhj.? (-aktiv) und CO3? (H3, p), CO$: (f-aktiv). Hierdurch ergibt sich 
ein eee durch Hinfang pitted Bineutrons. Das Bineutron ist auerst 
instabil und kann nur unter besonderen physikalischen Umstanden nachgewiesen 
werden. 

Die Frage nach geschlossenen Schalen in Kernen behandelt M. G. Mayer? und 
findet, daB die Kerne mit 20, 50, 82 und 126 Neutronen besonders stabil sind. Die 
Zahl der Isotonen ist bei den Neutronenzahlen 50, 82 am gréBten (6, 7), woraus zu 
schleBen ist, da bei diesen Neutronenzahlen geschlossene Schalen vermutet werden 
konnen. Auch die ungewohnlich kleinen Neutron-Absorptionswirkungsquerschnitte 
dieser Kerne bestatigen diese Tatsache?. Auch die asymmetrische Spaltung des 
U*5-Kerns: Neutronen 143 = 82 + 50 + 11, legt die Annahme geschlossener Schalen 
in Kernen sehr nahe. 


Restneutronen-Diagramm. 


Ks interessiert nun in diesem Zusammenhang, ob nicht diese geschlossenen Schalen 
durch den Aufbau in Form von Bineutronenperioden erklart werden kénnen. Hierzu 
wird das Restneutronendiagramm beniitzt. Dieses Diagramm erhalt man, wenn man 
auf der Abszisse die Neutronenzahl auftragt und auf der Ordinate die Restneutronen- 
zahl. Die Restneutronenzahl eines Kerns erhalt man, wenn man die ganzzahligen 
Vielfachen von «-Teilchen und die tibrigbleibenden Protonen von der Massenzahl 
abzieht. Die Abb. 1, 2, 3 enthalten drei charakteristische Restneutronendiagramme 
tir die Bereiche der Wtainmparantet von 12 <Z < 28,42 <Z < 56und 72 <Z < 83. 

Mit Vorteil werden die Achsen dieses Diagramms auch nach Bineutronenzahlen 


angeschrieben. Es ergibt sich also ein ganzzahliges Bineutronennetz — 
+++ — 
halbzahliges Bineutronennetz + + +. 
+ +4 


* Diese Arbeit stellt den ersten Teil der eingereichten Dissertationsarbeit tiber dasselbe Thema dar. 

1D. N. Kundu und M. L. Pool: The (H3, p)-reaktion in Rh and Co and probable evidence 
of the Di-Neutron. Physic. Rev. 78, 22—26 (1948). Introduction of two neutrons into atomic. 
nuclei under. H? bombardment. Physic. Rev. 73, 1220—1221 (1948). 

2 M. G. Mayer: On closed Shells in Nuclei. Physic. Rev. 74, 235—239 (1948). — C. B. 
Ellis: Physic. Rev. 74, 1547 (1948). 

* J. H. E. Griffiths: Proc. Roy. Soc., Lond. 170, 513 (1939). 
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Restneutronen-Diagramm. 12<2<18 
GB Reinelemente, stabil, Haufigkeit 100%, OStabile Kerne, geringe Haufigkeit, 
@ Stabile Kerne, Jsotop maximaler Haufigkeit, auf ganzzahligem Bineutronennetz, 
%* Stabile +H geringe Haufigkeit, a epee ign Bineutronennetz lregend. 


ro 


_Restneutronenzahl 
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308 H. Watzlawek: 


Haufigkeitsdiagramm. 7 


AufschluBreich ist die Verteilung der stabilen Kerne in bezug auf ihre relative 
Haufigkeit, aufgetragen gegentiber der Neutronenzahl als Abszisse (Abb. 1 bis 3). 


Folgerungen aus dem Restneutronen- und Haufigkeitsdiagramm. 


1. Alle Reinelemente liegen auf dem ganzzahligen Bineutronennetz (8+) und 
haben ausnahmslos gerade Neutronenzahlen auf der Abszisse. . 

2. Alle stabilen Kerne, die auf dem halbzahligen Bineutronennetz liegen (<<), 
sind nie sehr haufig. 

a) Bis zur Neutronenzahl 25 betragt die Haufigkeit 0 — 10%, 

b) Zwischen den Bineutronenzahlen 25 bis 63 betragt die Haufigkeit meist 
10 —> 20%. , 

3. Ausnahmen: 

Der Kern A38 (0°31%) sollte auf dem ganzzahligen Bineutronennetz liegen, in 
Wirklichkeit liegt er jedoch als einziger Kern auf der halbzahligen Bineutronen- 
ordinate (1/,n3) und, wie gefordert, auf der ganzzahligen Abszisse (10 ni). 

Von den Haufigkeitsregeln weichen in auffallender Weise ab: 

Be? (100%), Nz (99°62%), Ptz2” (35°3%). 

4. Die Kerne auf dem ganzzahligen Bineutronennetz kann man einteilen in: 

a) Kerne mit geringer Haufigkeit (0). 

b) Kerne mit groBer Haufigkeit (@). 

5. Die Kerne mit geringer Haufigkeit, die auf dem ganzzahligen Bineutronen- 
netz liegen (O), haben eine Haufigkeit von: 

a) 0 + 10% zwischen den Bineutronenzahlen 4 bis 15. 

b) 0 + 30% zwischen den Bineutronenzahlen 15 bis 63. 

6. Bis zur Bineutronenzah] 16 (Bineutronenperiode I) ist die Trennung der 
Haufigkeitsgruppen in eine Gruppe grofer Haufigkeit und eine sehr kleiner Haufig- 
keit (meist < 10%) deutlich ausgepragt. Mit zunehmender Bineutronenzahl nahern 
sich die @-Kerne immer mehr den O- und <-Kernen. 

7. Die halbzahligen Bineutronenzahlordinaten sind fast nur von einem <-Kern 
geringer Haufigkeit besetzt. Bei nachstehenden Neutronenzahlen befinden sich 
zwei solche Kerne auf der betreffenden Ordinate: 


Neutronenzahle ee... ae 55 65 85 105 


><; Kernen tae ae rete Rugg, Mogi +} Cd gg oSingg | Sigg ¢ Nag skh te mem 
° | | l 
~ as a 
Bineutronenzahldifferenz . . Pe MN ME OS | oa 
5 ne 10 ng 10 ng 


8. Die Ordinaten, die ausnahmslos nur instabile Kerne (x¥) tragen, werden als 
,instabile Zonen“ bezeichnet. Die neun instabilen Zonen liegen ausnahmslos bei 
ungeraden Neutronenzahlen, das heiBt, sie liegen ausschlieBlich auf dem halbzahligen 
Bineutronennetz (s. Abb. 4). Diese Neutronenzahlen sind: 

19) 21,0. .38, 289,245, 61 ee Se eels on Sane 
eg: Wut (2 tee Oe Sno 14n?2 13 np 4ni 

Werden die sehr geringen Haufigkeiten der <-Kerne Te;3* bzw. Osi8’ bei den 
Neutronenzahlen 71 bzw. 111 vernachlassigt, dann kénnen diese beiden Ordinaten 
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als ,,quasi-instabile“ Zonen bezeichnet werden, die zu den fritheren, zu folgender 
GesetzmaBigkeit verbunden werden konnen: 


Ausnahmslos jede instabile und quasi-instabile Zone (|||) besitzt rechts und links 
je ein Isotop eines’ Elementes mit solcher Haufigkeit, daB die Verbindungslinie im 
Haufigkeitsdiagramm durch die 50%-Haufigkeitshorizontale geht. 

9. Die Isotopenpaare gleicher Netzlage (1 Bineutron-Unterschied, <- oder O-Kern) 
haben stets einen Massenunterschied von 2 und besitzen eine durchschnittliche 
Haufigkeitsdifferenz von weniger als 15%. Fiir die <-Kerne bleibt die Differenz 
stets weniger als 10%, wobei nur das Paar (OS7§’ bis Os7e’) mit 4 = 14°56% eine 
Ausnahme macht. 

10. Die stabilen Isobaren der O- und der <-Kerne unterscheiden sich in der 
Ordnungszahl um 2 (2 Ausnahmen um 1) und besitzen 2 Haufigkeitsdifferenzengruppen 
von 0 bis 10% und von 20 — 30%. \ 

11. Die Reinelemente besitzen ausnahmslos ungerade Ordnungszahlen, wobei 
sich die benachbarten um 2 bzw. ganzzahlige Vielfache von 2 Protonen unterscheiden. 
Die Massenunterschiede betragen 4 bzw. ganzzahlige Vielfache von 4 Massenzahlen- 
einheiten. Die Reinelemente liegen ausnahmslos auf dem ganzzahligen Bineutronen- 
netz, daher sind alle méglichen Differenzen zwischen den Abszissen der verschiedenen 
Reinelemente ganzzahlige Vielfache von einem Bineutron (s. Abb. 4). Die in Betracht 
kommenden Vielfachen von 1ng sind die geraden Zahlen von 1 bis 16. Abb. 4 
148t erkennen, da& ferner die Vielfachen 8, 9, 12, 14, 13 n> systematisch in Gruppen 
auftreten, so daf auf eine gesetzmaBige Lage der Reinelemente zu schliefen ist. 


12. Die Reinelemente besitzen von den instabilen bzw. quasi-instabilen Zonen 
Abstande, die ausnahmslos ungerade Vielfache von 1 nj sind. 


13. Auf der Ordinate einer instabilen bzw. quasi-instabilen Zone kénnen héchstens 
3 instabile Kerne desselben Vorzeichens ihrer Aktivitat liegen. 


14. Die Abszissendifferenzen der Reinelemente in Bineutroneneinheiten sind 
weitgehend systematisch angeordnet, was sich aus dem Bineutronen-Periodendiagramm 
ergibt (s. Abb. 5). Auf der Abszisse werden die Neutronenzahlen der auftretenden 


| 
drei Perioden eingetragen. Die Reinelemente (H+), die am Anfang und:am Ende 


einer Bineutronenperiode (Lange von 16 ng) liegen, werden auf dieser Abszissenachse 
angeschrieben. Das Reinelement, das genau in der Mitte zwischen diesen beiden 
Randelementen liegt, kommt in der Mitte, jedoch um einen beliebigen Abstand 
(s. Abb. 5) tiefer zu liegen. Dies wird auch fiir die nachsten Mittelteilungen fortgesetzt 
und durch die @-Kerne erginzt. Um die systematische Periodenanordnung deutlicher 
in Erscheinung treten zu lassen, wurden auch die restlichen ®-Kerne sowie auch 
die O-Kerne eingetragen. Man erkennt aus diesem Diagramm unzweifelhaft, dai 
drei Bineutronenperioden von 16nj-Lange existieren, wodurch die vorerwahnten 
Untersuchungen von M.G. Mayer? im Zusammenhang mit der Frage nach der 
Existenz des Bineutrons in neuem Lichte erscheinen. 

Von der Hauptperiode I zur Hauptperiode II (s. Abb. 5) sind systematische 
Zusammenhange von 25 nj-Lange feststellbar, ebenso zwischen den Hauptperioden I 
und III von 22 n?-Lange. Von I zu II und weiter zu III sind zwei grofe Perioden 
von 3 X 16n? feststellbar. 

15. Das Schalenmodell des Kernaufbaus laBt sich (s. Abb. 5) bis zum Kern Ca}}, 
der eine abgeschlossene Schale bildet, leicht in Ubereinstimmung mit den Gesetz- 
maBigkeiten des Bineutronen-Periodendiagramms bringen. 


310 K. Sahliger: 


Zusammenfassung. 


Auf Grund der neuen Diagramme: Restneutronendiagramm, Haufigkeitsdiagramm 
und Bineutronen-Periodendiagramm lassen sich hinsichtlich der systematischen An- 
ordnung der Reinelemente in Form von Bineutronenperioden Schliisse ziehen. 

Es erscheint hierdurch sehr wahrscheinlich, daB das Bineutron fiir den Aufbau 
geschlossener Kernschalen eine wesentliche Rolle spielt, was auch daraus hervorgeht, 
daB D. N. Kundu und M. L. Pool! gerade an den Reinelementen Co3? und Rhj?? den 
Isotopenaufbau durch Einfang eines Bineutrons experimentell nachweisen cannes 


(Eingegangen am 1. August 1949.) 


Ein einfaches Verfahren zur Bestimmung 
der aerodynamischen Kennwerte von diinnen Profilen. 


Von K. Sahliger, Toulouse?. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Sind die Skelettlinienkoordinaten z, an m Stellen, m = ungerade, 


Cp = : (1 COS LL ) gegeben und wendet man die Besselsche Interpolationsformel fir 


I 

2 m+1 
die Skelettlinienkoordinaten an, dann erhalt man die Koeffizienten der Wirbelverteilungs- 
funktion durch mechanische Quadratur. Die aerodynamischen Beiwerte, Auftriebs- und Druck- 
verteilung werden durch einfache Summenbildung tiber die Produkte der gegebenen Skelett- 
linienkoordinaten mit festen Koeffizienten gewonnen. Die Formeln fiir die gebrauchten Koeffizien- 
ten und deren Zahlenwerte fiir m = 3 und m = 7 werden angegeben. Der Vergleich mit genau 
errechneten Werten ist befriedigend. 


Summary. The sceleton-line coordinates z, on m places being given, m supposed to be odd, 


and a%, = ; (1 COS [L i further using the Bessel interpolation formula for sceleton- 


7 
m+1 
line coordinates, the coefficients of the vortex distribution function are obtained by mechanical 
quadrature. The aerodynamical coefficients, the distribution of lft and pression are 
obtained by simple forming of the sum of the products of the given sceleton-line coordinates with 
fixed coefficients. The formulae for the coefficients in use and the numerical values in case of 
m = 3 and m = 7 are indicated. The comparison with exactly calculated values is satisfying. 


Résumé. Etant an: les coordonnées z, dune ligne d’ossature en m points, m = impaire 
t é ate : : 
et 2, = $(1 — COs “7 mea 1 wet) si on utilise la formule d’interpolation de Bessel pour les co- 


ordonnées de la ligne d’ossature, on obtient les coefficients de la fonction de distribution des 
tourbillons par une «quadrature mécanique». Les coefficients aérodynamiques, la distribution 
de portance et de pressions sont obtenus par une simple sommation des produits des coordonnées 
de la ligne d’ossature et de coefficients déterminés une fois pour toutes. Les formules pour les 
coefficients utilisés et leurs valeurs numériques pour m = 3 et m = 7 sont indiquées. La com- 
paraison avec des valeurs exactes est satisfaisante. 


Wenn auch heute die Theorie der diinnen Profile, wie sie von Birnbaum? und 
Glauert® hergeleitet wurde, nicht mehr die Bedeutung in ihrer Anwendung hat 
wie frither, so wird sie doch haufig dort angewendet, wo bei gleicher Profil-Tropfen- 
form Hinfliisse von Skelettlinieninderungen zu untersuchen sind. Da dariiber hinaus 
bei jedem Profil die ortliche Ubergeschwindigkeit durch einfache Uberlagerung der 
Ubergeschwindigkeit am symmetrischen Tropfen mit der an der Skelettlinie auftreten- 
den gewonnen werden kann, bleibt dadurch noch ein hinreichend weites Anwendungs- — 


1 Ingenieur des Projektbiiros Toulouse der 8. N.C. A. Sud-Est. 
> Birnbaum: Die tragende Wirbelflache als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen Problems 
der Tragfliigeltheorie. Z. angew. Math. Mech. (1923). 
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gebiet fiir die Theorie der diinnen Profile. Ein Beispiel hierfiir bieten die neuen 
amerikanischen Laminarprofile, die mit Hilfe dieser Ubergeschwindigkeitsiiberlagerung 
gewonnen wurden. 

Der praktische Aerodynamiker wird also auch heute noch auf diese Theorie zurtick- 
greifen und dabei feststellen, daB trotz der alten Materie kaum schnellarbeitende 
Rechenverfahren existieren, wie dies etwa fiir die Berechnung der Auftriebsverteilung 
tiber die Spannweite der Fall ist. Es liegt daher nahe, auch fiir die Berechnung der 
diinnen Profile ausgehend von den Skelettlinienkoordinaten Quadraturverfahren 
anzuwenden, so daf mit Hilfe ein- fiir allemal bestimmter Koeffizienten das Ergebnis 
durch einfachste Rechenoperationen in kiirzester Zeit gewonnen werden kann. 


1. Theorie der diinnen Profile. 


Wir legen unserer Rechnung, bei der wir Glauert* folgen wollen, ein Koordinaten- 
system zugrunde, s. Abb. 1, dessen Ursprung in der Profilnase, die x-Achse in Richtung 


U4 
orclg F(Z) 
(a) de a 


») a Pea 
Va parca a, 
oo (SG 
Abb. 1. Lage des Koordinaten- Abb. 2. Zusammensetzung der Geschwindigkeit, 
systems. Winkeldefinition. 


der Profilsehne und die y-Achse, die beim ebenen Problem zwar keine Bedeutung 
hat, aber die raumliche Analogie.zula8t, in Richtung der Profilnase liegen. Die Profil- 
tiefe sei ¢. 

Uber die Skelettlinie ist nun eine von y = — oo bis y = + c0 reichende Wirbel- 
schicht gelegt, deren Intensitat in 2, durch y (x) day gegeben sei. 

Wird fir 


x = (1 — cos y) (1) 
gesetzt, dann geniigt der Ansatz 
y (0%) =2 v9(Agctg 4 +3 A, sinn y,] (2) 
n=1 
den Strémungsbedingungen, insbesondere der Joukowskyschen Hypothese glatter 
Abstrémung. . 
Die Koeffizienten der Wirbelverteilung Ay, 41... errechnen sich aus der Be- 


—> . 
dingung, s. Abb. 2, dafs die aus Anstrémgeschwindigkeit v) und ortlichem induziertem 
> ? ra is 


ae . . . 
Autwind w(a) resultierende Geschwindigkeit v,.; =U» + w(x) tangential zur Skelettlinie 
gerichtet sein mu. Nach Anwendung des Biot-Savartschen Satzes findet man fiir 
hinreichend kleine Anstellwinkel « 


oe (y) =a — Ay + 37A,,cos ny. (3) 


n=1 
3 Glauert: Die Grundlagen der Tragfliigel und Luftschraubentheorie. Berlin: Springer- 
Verlag. 1929. 
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Nach der Theorie der Fourierschen Reihen sind die Wirbelverteilungskoeffizienten 
dann gegeben zu: 


1 Cd ; 
Ay = 4% — =| Ge (y) a, (4a) 
0 


2° d 
An = | Ge (y) cos mp dp (4b) 
0 


und kénnen durch graphische oder rechnerische Integration gewonnen werden. 


Fiithren wir noch 


l( de : 
dn == \ 4, (y) cos ny dy mit R= ON age (5) 


0 
ein, dann ist 


Ay == OC i UNO gee 
und die y-Verteilung durch die Koeffizienten a, bestimmt. 
Weiter finden wir mit Glauert: 


Auftriebsbeiwertc, ==, 


wobei A = Auftrieb des Fligelelements der Breite 1, 
~ Qo = Staudruck der Parallelstromung = + Og: 
o = Luftdichte: 
Co =2a(a — a, +4,). (6) 


Nullanstellwinkel «a, bei c, =0: 


Regi Gigi ys (7) 
Auftriebsgradient: 
,_ dy 
Co = Gn = 2%. (8) 


Momentenbeiwert beziiglich Vorderkante c,, = oe 
0 
mit M =Moment der Luftkrafte, die auf ein Fliigelelement der Breite 1 wirken: 
It 1 
Ca. ay (42 — ay) — 4 Ca (9) 


Sturzflugmomentenbeiwert c,, fiir c, =0: 


IU 
Cmy = “9 (2 — 4). (10) 
SchlieBlich ist noch 
dem 1 
CP ay Agate ME (11) 


Die Auftriebsverteilung langs der Tiefe ist, da 


dA 
“da (*) = @ %y (2) 
mit (2) gegeben zu 


e =4](a — ay) cig 5 + 2.D/a, sin n yl. (12) 


n=1 
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Sie besteht also aus einem von der Skelettlinienform abhangigen Anteil, der fiir alle 
Anstellwinkel gleich bleibt, Index S, 


1 dAg y o - 
Poe (y) =4 — ancte > + 2a, sin ny] (13) 
(a 
und einem allen Profilen gemeinsamen Anstellwinkelanteil, Index ox, 
1 dAw Y 
eas (p) = 4 & ctg >. (14) 


Die Druckverteilung leiten wir aus der Geschwindigkeitsverteilung langs des 
Profils ab. 


Da die Tangentialgeschwindigkeit, die von einer Wirbelschicht der Intensitat 
y (x) dx unmittelbar itiber und unter dieser induziert wird, die Werte 


a ae 


annimmt, s. z. B.4, setzt sich die Geschwindigkeit entlang des Profils zusammen aus 
ai) (eats — 
V (x) = Vo + w (x) + v; (2). 


d . : : : 
Da « und i klein sein sollen, wird also naherungsweise 


Vv; (%) = 


v (%) =v + Be 
Damit ist das Ubergeschwindigkeitsverhaltnis 2 = sare gegeben zu 
Se (0) = + [le — ap) otg py + 2.3, sin y] (18) 
elhsr: seite des Profils oder mit (12) 
Unter- 
“w=+4 eH) (16) 


Av 
< und 
Vo 


und 1a8t sich ebenso wie die Auftriebsverteilung in einen Skelettlinienanteil, 


avs, 
einen Anstellwinkelanteil, =, aufspalten. 
Die Druckverteilung errechnet sich dann bekanntlich aus 


ees 2 A 2 
ey (y) = PM Pe 1 | yar — [1 + ey) 

Betrachten wir (12) und (15), dann finden wir, da8 Auftrieb und Ubergeschwindig- 
keit an der Nase, also fiir x =0 bzw. y = 0 bei allen Anstellwinkeln unendlich wird 
mit Ausnahme bei dem charakteristischen Anstellwinkel «,,, fiir den wir erhalten 


: ; dA : 
Die zugehoérige Auftriebsverteilung aa wird dann 
1 dAch ; 
Slo Do Wipy (Sul Gb 18 
% aa (p) py cf (18) 
Weiter ist 
Cr Se ees (19) 
4 ae Cach ( 20) 
Cmch = "9 (42 — 241) = Cmo — ig 


4 Durand: Aerodynamic, 2. Bd. Berlin: Springer-Verlag. 1935. 
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Die Auftriebsverteilung fiir ein beliebiges « wird darnach 


1 dA 1 dAch 1 dAa 
a ao ae Fan ee oon) Go da (Y) (21) 


und entsprechend die Ubergeschwindigkeitsverteilung 


Ave 1 1 dA 
Sy) + (a = en) = W) = Ea ae (Y)- (21a) 
Ks erweist sich nun als zweckmafig, alle Profilkennwerte auf o«,, zu beziehen, 
da damit die Uberlagerung mit den Tropfenkennwerten moglich ist. Wir werden 
deshalb im folgenden in erster Linie die charakteristischen GréBen bestimmen, um 
so mehr, als aus ihnen alle weiteren Werte abzuleiten sind. 


2. Berechnung der Wirbelverteilungskoeffizienten durch mechanische Quadratur. 


Teilen wir den Bereich O <= y Sainm+1 ta Winkel, m = meg setzen. 


also 
(22) 


Cae also gj. y—— 


t 
1 — cos y,) = 5 (1 — cos » —— Jae i 


2 ( m = 1 aie 
und nehmen wir an, daf z an den Stellen y, gegeben sei, z,, dann kénnen wir die 
Interpolationsformel ansetzen 


1 
z= >’ b, cosy y, (23) 


mit den Koeffizienten 


(24a) 
b, ST ly Fu hO8 (24b) 


l m 
bm ci = Baty Oy Fe (— (240) 


Papal | - sin» cos 2 
4, = — S yb, | BPE COSn? dy, 


sin y 
wobei das Integral die Werte annimmt: 
2 =0, wenn |y — n| =0,2,4,6... 
sin yp sin ny dlip 
sin y 


0 =0, wenn y—n <0. 
Damit ist aber 


=, wenn »—n =1,3,5,7. 


2 
Gn =— 7 Dv by (25) 


fiir y — n > 0 und ungerade, also existiert a, nur fiir 0 <n <m. Setzen wir noch (24) 
ein und machen wir z dimensionslos 
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dann kénnen wir fiir a, auch schreiben 


mM 
ay Ee Cun (26) 
a 
wobei 
4 m 
Ch Y COS V Wy, (27a) 
y=n+1 
fiir n = gerade, » = ungerade, 
m—1 
4 
Cun = — Fe ET ey COSY Yn — 2 (— DY, Sie 
vyv=n+1 


fiir n =ungerade, y = gerade. 


Die gestellte Aufgabe ist also mit (26) grundsatzlich gelost, da alle gewiinschten 
Kennwerte nur Funktionen von a, sind und a, auBer von den Profilkoordinaten an 
den festen Punkten y, nur mehr von konstanten Koeffizienten abhangt. 


Cun fir n = gerade. 


Wir konnen setzen 


™m m Waal 
>’ y cosy y, = 3 vcosy yp, — 3) » cosy y, BU hoy cu. 
y=n+1 v=1 v1 


- 5 ; : . ivy : iy 
Dann wird, wenn wir cosy y, als Realteil der Funktion e’’*“ und weiter e'’” = z 
annehmen, also mit 


cosy, = R fe") = Rf}, 


m 


D, 10087 vy =| > 2 | _ Rie ae) 


v= dS, Ds Vimnmlevd. tere al eV atray 3 
gee 
Wet 7? io) 2 Zz 
=a ine Lia 
eee | 
zZ z 
™m 
m cos (m + 2) Co (m + 2) cosm Vu Cos Y,, 
a | fe are 4 sin? y, 2sin?y,,’ 
WS ees 
bzw. mit n — 1 statt m 
n—1 - 
(n — 1) cos (n + 1) y, —(n + 1) cos(n — 1) y, COs Y, 
s y COSY Yy, = : pee: 
ae 4sin? y, 2sin? y,, 
B= Doe 


Beriicksichtigen wir, daB sin (m+ 1)y, =0 und cos(m-+ 1) y, =(— 1)", dann 
vereinfachen sich die beiden Summen zu 


ny 
é COs Y,, cosy, 


dV 00s yp, = ( 1) 2sin?y — 2sin2?y (28) 
nd Dae fos ; u tbe 
und 
n—1 sin ny cosy cosy 
af , ia! ! oe it alta 29 
et Pe "Vy =" Feainy, + Dainty, C8” Ye — Fsinty, (29) 
YH 1, Deas 
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Fassen wir (28) und (29) zusammen, dann ist schlieBlich 


2 
[xa FS al 
fiir n = gerade. 


COSY, sin Yu COs Y, 


— 1|}/*¥— — n— ee cos my 
( ) sin? , sin Y, sin? Pu lak 


Cy, fiir n=ungerade. 
Auf ahnliche Weise wie bei n = gerade, finden wir 
2 \— ye 1 sin 2, COS Y, 


=> : —n— —_—= cos n 
Bn, m+ 1 sin? y, sin y, sin? y, v,| 
fir n = ungerade. 


C 


3. Aerodynamische Beiwerte. 
und ¢,, aus (30) und (31) 


2 cosy, i 
Oi roe sin? p, Nt Gal 9 


Wir finden nun fiir ¢,,, C,, 


2 1 
4m +1 sinty, [DDE 


2 < 008 ¥, Ren 4 
Oh ry 2 cos y, 4 sin? yp, (1 — (—1)*)|= eae COS Wy, + Cy, - 


Damit wird 


2 1 
eS So + 1 17 cos , Ce es 


und 
1 


2 COS Y, — 


City ee Cu, ean pay. Cry i Cup el Cu, mee We 
Nach (7) ist nun 
Xy =A) — A, 
mit (27) also 


™m 
ot) = aon (Cup — Cin) 
a= 


Setzen wir fiir c,, —c¢,, ein, dann ist der Nullanstellwinkel 


My 


m 
eo eae ad PANS, Xus 
w= 
wenn 
2 ] Ps 
a el. Le cos Y, [1 —(—1}*] = 0 fur » = gerade, 


4 1 
— m+) 1 + cos y, 


Der charakteristische Anstellwinkel ist nach (17) 


m 
Kn =e Dd li Ce 
Dabei ist nach (32) a) 
c,, =9 fiir uw = gerade, 
4 COsy, 


sar atag aR v, fiir « = ungerade. 


Das charakteristische c, ergibt sich aus «,, und c, zu 


m 
Coch = 2% (Gq — O%) . Oder ZU Com = 2'n Dd) GC... 
le 


1+ cos y, C (= 1) 


fiir wu = ungerade. 


(31) 


(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


(39) 
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Fiir das Nullmoment fanden wir in (10) 


MA 
A aa (a2 — a). 
Mit (27) also 


B=1 
LA a 1 
mo aga) Su 2 COS a 1l+cosy 
ea 
Setzen wir noch 
9 
Ban = m ET 08 Pus 
dann wird (40) zu 
™m 
It 
Cmo = by Bi a ig Xo: 
BP=1 
Das Moment bei ¢,,, finden wir nach (20) aus 
Coch 
Cmch —Cmo o 
oder zu 
= oh 
Cm ch = > bubs OO tm 9 ). 


w=1 


(40) 


(41) 


(42) 


(43) 


Am Schlu8 des Berichtes sind die Werte von c,,, x, und 8, in Tabelle,1 fiir m = 3 


und m = 7 zusammengefaBt, 


Bees wae 1. dA, Ay, 
NabelleI2-D tesWoet iii entench 0. 1b ———— 
Bo WH! Gg da V 
m==3 
D oy 1 aA, Av, 
3 | eZ | fe | ie | Pu Y dx oe Vo cape 
1 0,14645 | 1,4142 | 0,5858 1,1107 | 9,6568 2,4142 
2 0,50000 0 | 0 0 4,0000 1,0000 
a 0,85355 | —1,4142 | 3,4142 all LOY 1,6568 0,4142 
17 
x ib Ciel Av, 

fb a, = 
Ue | = Oe Oy, Bi ae == 1 A @ = Il 
1 0,03806 3,1544 0,2599 | 0,7256 20,1094 5,0274 
2 0,14645 0 0 0,5554 9,6568 2,4142 
3 0,30866 0,2242 0,3616 0,3006 5,9864 1,4966 
4 0,50000 0 0 0 4,0000 1,0000 
5 0,69134 — 0,2242 0,8099 — 0,3006 2,6727 0,6682 
6 0,85355 0 0 — 0,5554 1,6568 0,4142 
7 0,96194 — 3,1544 6,5686 — 0,7256 0,7956 0,1989 


Zu beachten ist noch, daB ¢, —-# die auf die Tiefe ¢ = 1 bezogenen Koordinaten 


der Skelettlinie sind, die senkrecht zur Sehne von dieser ab gemessen werden. 
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4, Auftriebs- und Druckverteilung. 


Da der Einflu8 des Anstellwinkels auf Auftriebs- und Druckverteilung fiir alle 


Skelettlinien gleich und sofort anzugeben ist, soll er hier nicht weiter erortert werden. 
dA, Av 


Die Werte fiir i dj und — sind in Tabelle 1 angegeben. 
0 


0 
Setzen wir zur Abkiirzung 


co 
G, = 2D) a, sin % ¥,, (44) 
n=1 
wobei wir wiederholen wollen, daB alle a, fiir n >m verschwinden, da nach (25) 
nm <v sein muB und y nur bis (m + 1) geht, dann wird nach (18) bzw. (16) 


1 h 
ede oa eon (45) 
Ave, 
(ve) =e Op: (46) 
Wir koénnen fiir (44) also mit (27) schreiben 
™ 
Gs ae Ch dno (47) 
= 
wenn m 
dug = 2 2 Sun SIN 1 Yo (48) 
n= 
oder mit (30) und (31) 
sin ny, 
duo = a "(x ey) sin? y, COS % Py} SiN 1 Yo 
=1 
ye cosy, ‘wo ah wee & 
be he ? a a5 : 
sigh cei wl eed oe aie, . sin % Yo — Ty] ae S sin 2 Yo. (49). 
\ N=2,4... oC — ier 
Zerlegen wir d,,. in 
a dne= 11 0 te den aK As no a Agno (50) 
mit 
4 poi 
dif m+1 sny, D> wsin n y, sin n yp je OO Peo (51a): 
n=1 
4 cosy, 
doug = m+ sin? yu - * Scorn y, Sin i py? * Fo) == 1 2 (51b), 
4 cosy, aes 
gg Gea ane oe ay SIN Yy nm =2,4,6... (51 ce): 
Mn=2 
4 - 
dine “aoe lent. © Oe D>, sin 2 Ye n =1,3,5.). (51d) 
Fir d,,,. finden wir ae 
ae a 2 sin Po ae iss 
dine a 4 bi, ei m+ (cos , — cos p,)? hee ae wi °] wie 3 a @ 82) 
m+1 - 
Ti = 4 ae = ag, fur .=0; (52a) 


wobei 6, und b,,, die von Multhopp® gebrauchten Koeffizienten sind. 


38) ea Die Berechnung der Auftriebsverteilung von Tragfligeln. Luftf.-Forschg. 
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Fir d,,. kénnen wir schreiben 
2 cosy, =p 


2 Sin 2 (Ye + Yu) ) +.3'sin n(y — Yu) 


de pe = m-+1 sin?y 


n=l 
und finden mit sin n yp, =I {e'"""} =I {2"}, e'”" =z, 
Ue Me osy, + 1 
Sreinny, =1{ Seat = Se ayy 
n=1 i j 
und eingesetzt 
i 2 cos y, sin Yo oe 
Care = m+ 1 sin? y, (cosy, — cos p,) paver. a: 
de up oo 0. 
Entsprechend fiir d3,,, 
a at 
e— 1 
sin n Syrae 2 a (QAP) a te (I 
ae Tea oe 2 ve) = 11S ans 2sin yo | ( *) 
2 _ COS Yo COS Yu 
ds y9= a m + 1 ( 4 sin? py SIN Yo [ aoe (= 1)°] 
und schlieBlich d,,, 
m—1 
m 2 
ai Be Fy eae oe) al 
poe Me tae eI) ceive 
2 1 
ds uve = — m+ 1 ae Sin? yp SiN Yo U Pel: 
(52) bis (55) eingesetzt in (50) gibt dann 


2 sin Wo COS Wu SiN Yo 
se iad a (eo VEO : 
dy, 9 = m+ {0 C8) Me Yo — COS Yu)? T in? Yu (COS Yo — COS Yu) 


~ 


7 | eee eae ee ee | 
sin? py Sin Ye sin? yy SiN Yo 
oder 
2 1 1 1 
d,,.= — ——+ ———_ [1 — are 
He m+1 4sin pe [ ( ) ] sin? Ye Yu aay Yo z Yu 
, ‘ cos? 22 —__ 4 Yo— Yu i Gos? 22 Wo $ Yu 
A seat Mg Se (2) ee 
Tm +1 sin Pu | e costaeas 5) PH __ cos? me 
Damit wird fiir “= gerade, 0 = gerade 
dip = 0, 
p= gerade, 9 = ungerade 
Il ] 1 1 
Ayo = m-+1 sin Yo sin? Ye Ye te 
2 2 
= ungerade, oe = gerade ; 
1 1 1 
Ayo = m+1 sin yo ies =. i sn Te | 
i ' cos? 12 _ wa cos? 422 as ne 


a asia sin py sof BT apa 
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(53) 


(53a) 


(54) 


(55) 


(56) 


(60) 
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j= ungerade, 9 = ungerade 
éoge CO logout ete Yo - Yu | 
egal 1 a | (61) 


we m+ 1 SID Ye Coe Yo Pe aes 
2 2 


Aus (56) finden wir fiir e=0 
db 20 (62) 


und schlieBlich wird fiir w= oe, w= gerade 
3 ie ed (63) 


Ho 


und fiir w= oe, w= ungerade 
aed d 


m+ as 4 1 1 + cos? wu (64) 
HE sing, | m+1 sin ya 1— cos? py’ 


In Tabelle 2 sind fiir m=3 und m=7 die Werte von d,, zusammengestellt. 


Tabelle 2. Die Koeffizienten duwo. 


m= 3 
Q 
1 | 2 | 3 
1 9,8995 0 1,4142 
2, —2,8284 4,0000 —2,8284 
3 1,4142 0 9,8995 
vl 
Q 
| is 1 2 3 4 
1 37,4424 2,7660 5,0021 2,8284 7 | 
2 — 9,6397 11,3137 | — 3,7502 0 6 
& 2,0719 |— 3,8473 9,3860 |— 2,8284 5 
4 — 1,5307 0 — 3,6952 8,0000 4 
5 0,9895 |— 0,1522 0,5412 |— 2,8284 3 
6 — 0,8120 0 — 0,5790 0 2 : 
7 1,3066 1,2347 iL | 


Nach (45), (46) und (47) finden wir also die Auftriebs- bzw. Ubergeschwindigkeits- 
verteilung zu 


1 dAg = 
do nee (Po) =4 >’ e Dn gs (65) 
bzw. le 
Aven ii 
v (Po) =o Ce d, Q° (66) 
0 w=l 


Fiir beliebige Anstellwinkel kénnen wir (21) und (21a) anwenden und dabei die 


; a it a 
in Tabelle 1 fiir y, angegebenen Werte fiir Ez (y,) bzw. 


<< (y,,) bentitzen. 


5. Beispiele. 


Fur eine Skelettlinie von Laminarprofilen*, die dadurch ausgezeichnet ist, daR 
ihr Ubergeschwindigkeitsverhaltnis bei c,,, von x—0 bis x=t/2 konstant ist und 


° Boenhoff und Stivers: Summary of airfoildata. National Advisery Comitee of America, 
Report Nr. 824. 
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dann linear auf Null bei x =¢ abfallt, soll unser Rechenverfahren angewandt werden 
und die so erhaltenen Ergebnisse mit den exakten Werten verglichen werden. Wir 
haben diese Skelettlinie deshalb gewahlt, weil bei ihr z bei 2 = 0 unendliche Steigung 
hat, wodurch der von Null verschiedene Ubergeschwindigkeitswert bei = 0 moglich 


ist. Anderseits kann nach (62) an der Profilnase nur Arch _ 9 errechnet und erst 


bei sehr hoher Gliederzahl der Reihenentwicklung, also bei eroBem m, in der Umgebung 
von «=0 ein von Null verschiedener Wert erwartet werden. 


Ach | _ 


SS 


G3 


0 @f a2 03 04 05 06 07 06 a9£10 "Gq; q2 a3 06 05 08 07 06 a9 10 

Abb. 3. Skelettlinie eines Profils mit kon- Abb.4. Berechnete Ubergeschwindigkeit der Skelett- 

stanter Ubergeschwindigkeit zwischen «= 0 _linie nach Abb. 3 fiir Cach. Genaue Verteilung 
und & = t/, bei cach = 1. Berechnet m = 7 


. Berechnet m = 3 +. 


Wir werden also bei derartigen Profilen, die eine Unendlichkeitsstelle in ihrer 
Ableitung haben, die gréBte Differenz zwischen unserer Rechnung und den tatsachlichen 
Werten erwarten miissen. 

Abb. 3 zeigt die Skelettlinie fiir c,,,—=1, die nachstehende Tabelle 3 die fiir m = 3 
und m= 7 errechneten Werte und zum Vergleich die exakten Werte. 


Tabelle 3. 
| m=3 m=7 | exakt 
O%a one or gO — 0:1079 — 0°1063 — 0:1061 
Case Sieh Cito. cn 0°0330 0°0445 0:0531 
Prema Sekar epee 0°885 0948 1-000 
Gain SOO C — 0'143 — 0°136 — 0°139 
ORE Riri s. — 0°366 — 0°373 — 0°389 


Wir finden vor allem fiir m=7 bei allen Werten mit Ausnahme von a, eine 
hinreichende Ubereinstimmung, obwohl die Skelettlinienkoordinaten nur durch 
Interpolation gewonnen wurden, Aus diesem Grunde hatte es auch wenig Sinn, die 
Rechnung mit einem groBeren m zu wiederholen, die Ablesefehler bei w~=1 und 
=m werden prozentual zu hoch und gehen wegen der hohen Koeffizienten an 
diesen Stellen sehr stark in die Summen ein, falschen also unter Umstanden das Er- 
gebnis. a ‘ 

In Abb, 4 ist die mit m= 3 und m=7 berechnete Ubergeschwindigkeitsverteilung 
der genauen gegentibergestellt. Wir finden wie erwartet, daB die Ubereinstimmung 

Ingenieur-Archiv V, 4. 22 
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fiir die hintere Profilhalfte sehr gut und auch ab x=0°2t befriedigend ist. Nur in 
der Nasengegend wird die Ubergeschwindigkeit viel zu klein angegeben. 
Betrachten wir andere Skelettlinien, deren Ableitungen im ganzen Bereich endlich 
bleiben, die also durch eine endliche Gliederzahl der trigonometrischen Reihe gut 
abgebildet werden, dann finden wir in allen Fallen gute Ubereinstimmung mit den 


genauen Werten. 


¢ [sarge 

06+ 7 | 

405 | 1 
G04 ++ ae i ia 
403 7 = 

Ole 4 | 

olf + 1 

cS! Le 


LenS 
G6 47 G8 49-2 10 


Abb. 5. ‘Skelettlinie eines Profils nach NACA-Rep. 460 mit einer Wélbungsricklage von 25% t 
und einem ¢cgch = 1. 


Wir geben nachstehend daher die Skelettlinienkennwerte fiir die Skelettlinie eines 
NACA-Profils nach? wieder. Das Profilskelett, s. Abb. 5, hat eine gréBte Wolbung 
von 6:983%-t in 0:25%, entsprechend einem c,,,—1. Wir finden folgende Werte: 


Tabelle 4. 
| m=3 Mag, exakt 
Opi ciate siebs — 01179 — 0°1124 — 01130 
Obie sadioneacesters 0°0471 0°0455 0°0462 
Co chibet enna: 1:035 0°991 1:000 
Cooma n — 0148 — 0°138 — 0143 
Grachateres — 0°407 . — 0°385 I == 0°393 


Wir sehen also, daB fiir m=7 die Ubereinstimmung praktisch vollkommen ist. 
(Dingegangen am 13. Oktober 1950.) 


Experimentelle und theoretische Untersuchungen iiber die Bewegung 
des pinnengelagerten, symmetrischen Kreisels. 


Von G. Heinrich, Wien. 
“Mit 12 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Zur Untersuchung der Abnittzung der Stahlpinne eines auf kugelférmiger 
Stahlpfanne frei spielenden symmetrischen Kreisels wurden verschiedene Stadien der Pinnen- 
abniitzung mikrophotographisch festgehalten. Ferner wurde die Drehzahl des anlaufenden Kreisel 
photoelektrisch als Funktion der Zeit aufgenommen. Das in einer vorangegangenen Arbeit 
berechnete bremsende Moment der Pinnenreibung liefert in Verbindung mit einem Ansatz fir, 
die Luftreibung bis herab zu 600 Umdr./min gute Ubereinstimmung mit den Messungen. Die 
Verhaltnisse entsprechen der trockenen Reibung, was als Folge des hohen spezifischen Druckes 


? The characteristics of 78 related airfoil sections from tests in the variable-density tunnel. 
National Advisery Comitee of America, Report Nr. 460. 
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angesehen werden mus. Auch die durch Beobachtung in einem Kreiselsextanten gemessenen 
Aufrichtkurven der Kreiselachse stehen in Ubereinstimmung mit den theoretisch gefolgerten. 
Die Abweichungen, die fiir kleine Drehzahlen (< 600 Umdr./min) auftreten, erklaren sich aus 


der starken Abhangigkeit des Koeffizienten der Gleitreibung von der Geschwindigkeit im Bereich 
kleiner Gleitgeschwindigkeiten. 


Summary. In order to examine the abrasion of the steel point of a symmetrical gyroscope 
running freely upon a spherical brass, several phases of the centre-pin abrasion have been fixed 
microphctographically. Further the speed of the starting gyroscope has been measured by 
photoelectric methods as a function of the time. The brake moment of the point friction, which 
has been calculated in an anterior work, provides, connected with a mathematical arrangement 
of the air friction, a good concordance with the results of measurement for all numbers of revolutions 
over 600. The situation corresponds to the state of dry friction; this is to be considered as a 
result of the high specific pressure. Also, the raising curves of the gyroscope axis, measured by 
observation in a gyrosextant, are in concordance with the theoretically deduced results. The 
divergences appearing in case of low numbers of revolutions (beneath 600) are to be explained 
by the strong dependence of the sliding frietion coefficient upon the velocity in the reach of 
lower sliding velocities. 


Résumé, Pour étudier l’usure de la pointe en acier d’une toupie symétrique tournant librement 
sur coussinet sphérique en acier, plusieurs états de ’usure de la pointe ont été fixés par micro- 
photographie, En outre, le nombre de tours de la toupie se mettant en marche, en fonction du 
temps a été relevé par procédé photoélectrique. Le moment freinant du frottement de la pointe, 
caleulé dans un travail précédant et mis en combinaison avec une formule tenant compte du 
frottement de lair, est en bonne concordance avec les résultats de mesure, au moins au dela de 
600 tours/minute. Les circonstances sont analogues au frottement sec ce qui doit étre considéré 
comme conséquence de la haute pression spécifique. Aussi, les courbes de redressement de l’axe 
rotatif, mesurées par observation d’un sextant gyroscopique, sont en bon accord avec les résultats 
de la théorie. Les différences apparaissant en cas de rotation moins rapide (moins de 600 tours/ 
minute) s’expliquent par le fait que le coefficient du frottement glissant dépend essentiellement 
de la vitesse dans le domaine des petites vitesses de glissement. 


1. Einleitung. 


Zum Studium des Pinnenlaufs eines symmetrischen Kreisels in einer kugelformigen 
Pfanne' wurden vom Verfasser unter Mitwirkung von Dr. J. Rosenhagen eine 
groBe Anzahi von Versuchen durchgefiihrt. Leider ist ein groBer Teil des Versuchs- 
materials durch Kriegsereignisse verlorengegangen. 

Es wurden zunachst die Laufeigenschaften verschiedener Pinnen aus Edelstahl 
untersucht. Die Pinnen waren im neuen Zustand kugelformig und besafen Durch- 
messer zwischen 0-4 und 1mm. Sie liefen in einer gleichfalls kugelférmigen Stahl- 
pfanne von etwa 10 mm Radius. Zur Verminderung der Reibung und der Abniitzung 
der Pinne wurden die Pfannen eingefettet. 

Zur Beobachtung der Abniitzung wurde eine von der Firma C. Plath in Hamburg 
hergestellte Edelstahlpinne von 0°4mm Durchmesser in einen durch dauernden 
Luftstrahl angetriebenen Kreisel von 150 g Gewicht eingesetzt und in einer gefetteten 
Stahlpfanne von 1cm Radius im Dauerlauf untersucht. In Abstanden von etwa 

- einer Stunde wurden mikrophotographische Aufnahmen mit 200facher VergroSerung 
durchgefiihrt (siehe Abb. 1 bis 7). Die gleichzeitige Abniitzung der Stahlpfanne war 
so gering, daB auf ihre photographische Wiedergabe verzichtet wurde. 

Man erkennt aus den Abbildungen, da8 die Pinnenabniitzung im wesentlichen 
nicht in einer Aufrauhung, sondern lediglich in einer Abflachung der Laufflache 
besteht, wobei die Abniitzungsfliche annahernd kreisférmig bleibt. Durch die zu- 
nehmende Abniitzung vergroBert sich die Berithrungsflache und damit die Reibung 
zwischen Pinne und Pfanne. Nach 1ldstiindiger Laufzeit war die Pinne fiir den 
praktischen Gebrauch nicht mehr geeignet. 


1 Vgl. G. Heinrich: Studie ttber den Lauf des Fleuriais-Kreisels. Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 
2 (1951). Diese Arbeit wird im folgenden kurz durch [S] bezeichnet. 
22% 
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Abb. 2. Laufzeit 1 Stunde 
Abb. 1. Pinne unbenutzt. (10°8.10® Umdrehungen). 


Abb. 5. Laufzeit 9 Stunden Abb. 6, Laufzeit 12 Stunden 
(9°39,.10®° Umdrehungen), (12°37.105 Umdrehungen). 


2. Das Auslaufen des Kreisels. 


Neben den Mikrophotographien der Pinnenlaufflache in den verschiedenen Stadien 
der Abniitzung wurden eine Reihe von Auslaufversuchen in Luft und in Vakuum 
durchgefiihrt. Hierbei lief die Kreiselpinne in einer kugelf6rmigen gefetteten Stahl- 
pfanne vom Radius 1cm. Es wurden Pinnen aus verschiedenem Material und von 
verschiedenen Radien in allen méglichen Abniitzungsstadien untersucht, Der Kreisel 
wurde zuerst pneumatisch auf eine: Drehzahl von zirka 3000 Umdr./min gebracht 
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Abb. 3. Laufzeit 4 Stunden Abb. 4. Laufzeit 7 Stunden 
(4°08.10° Umdrehungen). (7°35.105 Umdrehungen),. 


Abb. 7. Laufzeit 15 Stunden (15°25.105 Umdrehungen). 


und lief dann mit vertikaler Figurenachse frei aus. Die jeweilige Drehzahl wurde 
auf photoelektrischem Wege gemessen. 

Eine der wenigen erhalten gebliebenen Auslaufkurven, in denen die jeweilige 
Drehzahl n als Funktion der Auslaufzeit aufgenommen wurde, zeigt die voll ausgezogene 
Kurve von Abb. 8. Sie beginnt bei » = 2800 und reicht bis » = 600 Umdr./min. 
Sie wurde mit Luft von Atmospharendruck mit einer Pinne der Firma Plath durch- 
gefiihrt; eine Pinne dieser Serie fand auch bei dem in den Abb. 1 bis 7 gezeigten 
Abniitzungslauf Verwendung. Der Abniitzungsgrad entsprach etwa Abb. 2. Der 
urspriingliché Pinnenradius betrug 0°02cm. Der Kreisel besa8 ein Gewicht von 
150:g¢ und einer: Tragheitsradius! von rp = 2°68cm. |!) ried 
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Lauft der Kreisel mit vertikaler Figurenachse aus, so wirkt auf ihn nach [S], 
om 
Gl. (44a) ein bremsendes Moment der Pinnenreibung: M, = — pau mga. Dazu 
kommt noch das Moment der Luftreibung M,, das fir Pete Luftstroémung 
proportional dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit w gesetzt werden kann. Wir 
setzen also: 
M i = C ; wo, (1) 
worin C in erster Linie von der Form des Kreiselkérpers und vom Luftdruck abhangt. 
Es gilt dann, wenn r7 den Tragheitsradius des Kreisels bedeutet: 


3 
mre — M, + M, =— Co — a fm. (2) 


experimentelt 
——— — theoretisch 


an, “Sn? 
a 22.10°°N?+ 26 


Abb. 8. Auslaufkurve. 


f wird im allgemeinen noch einen Gang mit der Geschwindigkeit aufweisen, also 
von w abhangen, worauf wir spater zurtickkommen. In erster Naherung kénnen 
wir aber f als konstant ansehen. Gehen wir zur minutlichen Umdrehungszahl n iiber 
und zahlen die Zeit ¢ ebenfalls in Minuten, so wird aus (2): 


dn 
a Oa a, (3) 
mit: ; 5 
AL, 
a= mre C~, 
(3a) 


Gy = 337°5 a 


Die Integration von (3) liefert, wenn man a, und a, als Konstante ansieht: 


a =|/% tg [arte (m4 yt} —< Va," a, t 


oder, anders geschrieben: — 
a ye tg (a, ay t) 


(4) 


l+n, [ets tg (//a, a, t) 
2 


hierin bedeutet n, die Anfangsdrehzahl fiir ¢ =0. Um den Vergleich mit der MeB- 
kurve nach Abb. 8 durchzufiihren, wurde die Kurve zunachst graphisch nach ¢ 
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differenziert und dann nach (3) der wahrscheinlichste Wert von a, und a, ermittelt. 
Es ergab sich: a, = 7:2: 10-5 Umdr.- und a, = 26 Umdr./min-*. Mit diesen Werten 
wurde nach Gl. (4a) die strichlierte Kurve in Abb. 8 gezeichnet. Sie stimmt im vor- 
liegenden Intervall gut mit der experimentellen Kurve iiberein. 

Um einen Anhaltspunkt fiir die GroBe des Reibungskoeffizienten f zu gewinnen, 
kann man (3a) benutzen. Doch ist hier der Wert von a noch unsicher. 

Man kann zwar aus Abb. 2 einen Anhaltspunkt fiir die GréBe des Beriihrungs- 
kreises gewinnen. Die dort sichtbare Pinnenabniitzung besitzt einen Radius von 
0°00375 cm (200fache VergréBerung). Doch ist der Radius a des 
Beriihrungskreises kleiner. Der Grund hierfiir besteht darin, daB 
der Kreisel wahrend des Laufes angeblasen wurde und somit der 
horizontal gerichtete Druck des Luftstrahls einwirkte. Zur Ab- 
schatzung dieses EHinflusses betrachten wir nach Abb. 9 den 
stationaren Lauf des Kreisels bei Vorhandensein eines Treibstrahls 
von der Schubkraft Z. Wenn wir in erster Naherung die Wirkung 
der Pinnenreibung vernachlassigen, miissen sich bei stationadrem 
Lauf die Momente des Kreiselgewichtes mg und der Schubkraft L 
in bezug auf den Kriimmungsmittelpunkt M der Laufflaiche auf- 
heben. Mit den Bezeichnungen von Abb. 9 erhalten wir also: unter der Wirkung 

des Treibstrahls. 
a,L=mgst. (5) 


Wirkt ferner der Luftstrahl im Abstand 7, von der Kreiselachse, so mu8 das Moment 
y,, L die Luft- und Pinnenreibung um die Figurenachse decken. Dieses mu8 aber 


der GréBe m rr” ae die man aus den Auslaufversuchen erhalten kann, gleich sein: 


r,L=mr- x» Aus diesen beiden Gleichungen folgt fiir ¢, wenn man zur minut- 
lichen Drehzahl iibergeht und auch die Zeit in Minuten mift: 


cA a, tg? dn 


OS 1800 ry,sg dt’ (6) 


Ferner gilt, bei Vernachlassigung der Pinnenreibung: L =mge und daraus folgt, 
bei Beachtung von (5): re 
§ 

tay,t: 


ca (7) 
Ist also r der Kriimmungsradius der Laufflache und a der Radius des Bertihrungs- 
kreises, so ist der Radius a des Abniitzungskreises: @ =r (&# + €) + a, oder nach (6) 
und (7): 


C=et 


nate * dn 8 
1— {g00ar, 6g dt (1+ 2). (8) 
Da “ <0 ist, wird also @ >a. Aus (8) und [S], Gl. (28a) sowie [S], Gl. (2b) er- 


halt man: 


/ d 
a Raz,tr e + a) eae 
L 


ge 9007,8g9 [2 Ha + 3(1—p?) Bmg)° 


(8a) 


Gl. (8a) stellt den Zusammenhang zwischen dem Abniitzungsradius a und dem Be- 
riihrungsradius a dar. Der zugehdrige Kriimmungsradius der Laufflache ist dann 
nach*[S], Gl. (28a) und [8], Gl. (2b): 
2RGE (9) 
= oeL+3(1—M)Rmg- 
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In unserem Fall betrug R =1lcm, a, =0°5em, rp = 2°68 cm, rz = 3°2 cm und 
der Schwerpunktsabstand s =0°13cm. Ferner ist fiir Stahl H = 2°1- 10° kg/cm? 


und ~ =1/3. Nach der Auslaufkurve in Abb. 8 betragt _ = — 340 Umdr./min? 
fiir n = 1800 Umdr./min (1°08- 10° Umdr./St.). Damit wird aus (8a): 
0°695 105 a8 


@=@ + 747-05 10’ a’ 


Fir @ = 0°00375-cm errechnet sich ein Wert von a = 0:00266 cm. Dem entspricht 
nach (9) ein Kriimmungsradius der Laufflache von r =0:161 cm. Aus (3a) ergibt 
sich dann, mit a, = 26: f =0°21. Man erhalt demnach einen verhaltnismafig groBen 
Wert fiir den Reibungskoeffizienten. In den Handbiichern? findet man fiir den 
Reibungskoeffizienten von Stahl auf Stahl bei Talgfettung 0°07, bei Olfettung 0°15 
und trocken, aber nicht kiinstlich entfettet 0°22 bis 0°25. Wir kommen somit auf 
einen Reibungskoeffizienten, der nahezu den Verhaltnissen bei der trockenen Reibung 
entspricht. Dies wird verstandlich, wenn wir uns ein Bild von der GréBe der spezifischen 
Driicke machen, die im Berithrungskreis auftreten. Der maximale Druck betragt 
nach [S], Gl. (27a): Pmax = 10100 kg/em?, wahrend der mittlere Druck den Wert 
Pm = 6750 kg/cm? erreicht. Es liegt nahe, da bei diesen bemerkenswert hohen 
Driicken das Schmiermittel nahezu ganz aus der Beriihrungszone herausgepreBt 
wird und wir praktisch mit trockener Reibung rechnen miissen. Die Vernachlassigung 
der fliissigen Reibung ist daher véllig gerechtfertigt. Doch bewirkt das Vorhanden- 
sein des Schmiermittels in der unmittelbaren Umgebung des_ Beriihrungskreises 
zweifellos eine bessere Warmeabfuhr und verhindert somit die rasche Abniitzung, 
die durch lokale Erhitzung der Lauffliche besonders geférdert wird. Dies beweisen 
auch Dauerlaufversuche, die mit ungefetteter Laufpfanne durchgefiihrt wurden. 
Hier war die Abniitzung unter sonst gleichen Umstanden bedeutend gréBer als bei 
gefetteter Pfanne. Leider sind die zugehérigen Mikroaufnahmen nicht erhalten 
geblieben. 

Wir wollen noch den maximalen und den mittleren Druck der unbeniitzten Pinne 
(r = 0°02 cm) berechnen. Nach [S], Gl. (28a) und [S], Gl. (2b) ist a = 0°00124 cm. 
Daraus folgt nach [S], Gl. (27a): pPyax = 46000 kg/cm? bzw. p, = 30700 kg/em?. 
Es ist verstandlich, daB8 die Pinne diesen Driicken nicht lange standhalt und daB eine 
rasche Abniitzung eintritt. Man mu8 annehmen, da bei diesen hohen Beanspruchungen 
auch plastische Verformung eintritt. Wir wollen uns qualitativ iiberlegen, wie sich 
diese auf die Pinnenreibung auswirkt. Die Verteilung der Normaldriicke wird nicht 
mehr nach der Hertzschen Formel erfolgen, es wird eine VergleichmaBigung der Druck- 
verteilung stattfinden. Dadurch werden die Randpartien des Berihrungskreises 
starker zum Tragen herangezogen. Damit vergréBert sich das bremsende Moment 
der Pinnenreibung. Beurteilt man daher. dieses Moment nach den hier verwendeten 
Formeln, die die Hertzsche Druckverteilung voraussetzen, so erhalt man einen zu 
groBen Reibungskoeffizienten. 

Da nach obigem nach einer Stunde Laufzeit der Kriimmungsradius der Pinne 
bereits 0°161 cm betragt; erscheint die Verwendung von Pinnen mit so kleinen Kugel- 
radien ziemlich unzweckmabig. 

Wir wollen die GroBenordnung des Kriimmungsradius der abgeniitzten Pinne ~ 
jedoch nach einer anderen Methode abschatzen, die sich auf folgende Erscheinungen 
stitzt. Bei gréBeren Drehzahlen des Kreisels und bei starker abgeniitzten Pinnen 
ist haufig der Effekt des ,,Schleuderns‘ zu beobachten. Dieser besteht darin, da8 
die Pinne nicht im tiefsten Punkt der Pfanne stabil lauft, sondern in raschem Rundlauf 


(ja Vgl. Hutte, 27. Aufl., 8. 39725 4 (4... IS et 
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kleine Kreise beschreibt. Die Kreiselachse bleibt dabei zu sich selbst parallel und 
beschreibt den Mantel eines Kreiszylinders. Deshalb stért das Schleudern auch die 
Beobachtung im Sextanten nicht. 

Es handelt sich hier offenbar um eine Bewegungsform des 
Kreisels, die in einem gewissen Drehzahlbereich eine groBere 
Stabilitat besitzt als der Lauf im tiefsten Punkt der Pfanne. Die 
Verhaltnisse sollen fiir die aufrechte Kreiselachse an Hand von 
Abb. 10 untersucht werden. 


Der Kriimmungsmittelpunkt M der Pinne beschreibe beim 
Schleudern einen Kreis vom Radius 9. Es wird nun beim Rundlauf 
solange eine antreibende Reibungskraft existieren, als der Mittelpunkt 


Abb. 10. 


a : 5; : : Zur Stabilitat des 
A des Beriihrungskreises auf der Pfanne gleitet. Erst wenn ein reines Pinnenlaufes. 


Rollen.stattfindet, kann die Bewegung stationar verlaufen. Dies 
lefert fiir die Geschwindigkeit v,, des Kriimmungsmittelpunktes M der Laufflache 


die Bedingung: vy =r-o-sing. Fir die Bewegung des Schwerpunktes gelten die 
M Vy? 


Gleichungen: =W, sing und mg = W,, cos g. Eliminiert man aus diesen drei 


Gleichungen vy und W,, so ergibt sich die Beziehung: 
ao? 7? gin? sin2 p 
k—r = 4 cosg 
Hierbei wurde: @ =(R —r)sing gesetzt. Gl. (10) ist nun entweder fiir gy =0 
oder fiir: 


(10) 


Ra 

cosy =g ae (10a) 

erfillt.. ¢ =0 bedeutet den normalen Lauf im tiefsten Punkt der Pfanne. Schleudern 
kann nach Gl. (10a) nur eintreten fiir: 


ihe 
Ge el 
Daraus folgt fiir ow: 
steel elre). (10b) 
oder: 
n= LES, : (10c) 
7 It r 


Man iiberzeugt sich leicht, daB bei Bestehen der Ungleichung (10b) bzw. (10c) der 
Lauf im tiefsten Punkt der Pfanne eine instabile Bewegungsform wird. 

Nun lehrt das Experiment, da neue Pinnen keine Tendenz zum Schleudern 
zeigen, wahrend Pinnen normaler Abniitzung oberhalb von 1600 Umdr./min zum 
Schleudern neigen. 

Nach (10c) zeigt eine Laufflache vom Kriimmungsradius r =0°02cm beim 
Pfannenradius Rk = 1 cm erst fiir n = 14800 Umdr./min die Tendenz zum Schleudern. 
Da die praktisch in Frage kommende Anfangsdrehzahl etwa bei n = 3000 Umdr./min 
liegt, erkennt man, warum bei neuen Pinnen ein Schleudern nie beobachtet wurde. 
Setzt man hingegen r'= 0°161 cm, wie es dem nach Abb. 2 gerechneten Kriimmungs- 
radius der Laufflache entspricht, so erhalt man nach (10c): » = 1700 Umdr./min 
in ‘guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 


3. Das Aufrichten der Kreiselachse. 


Um das Aufrichten der Kreiselachse zu studieren, wurden eine Reihe von Experi- 
tienten durchgefiihrt. Zunaichst wurden die Verhaltnisse im Kreiselsextanten selbst 
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studiert, indem dieser stabil montiert wurde und ein durch einen feststehenden Kolli- 
mator erzeugtes kiinstliches Gestirn angepeilt wurde. Es konnte nun das Bild des 
Gestirns im Sextanten mit dem vom Kreisel gelieferten Horizont zur Deckung ge- 
bracht werden und der zugehorige Héhenwinkel an der Winkelskala des Gerates ab- 
gelesen werden. Bei prazessierendem Kreisel oszilliert dieser HOhenwinkel. Die Kurve 
des Héhenwinkels in Abhangigkeit von der Zeit soll, nach einem Vorschlag von 
Dr. Rosenhagen, Prazessionsindexkurve genannt werden. 

Abb. 11 stellt eine der aufgenommenen Prazessionsindexkurven dar. Gleichzeitig 
wurde die Drehzahl photoelektrisch gemessen; ihre Kurve ist gleichfalls eingezeichnet. 


7 2 3 ¢ 5 b 7 8 So ee 7 72 min 


Abb. 11. Experimentell ermittelte Prazessionsindexkurve. 


Die Pinnenbeschaffenheit und der Kriimmungsradius der Laufflache entsprach un- 
gefahr der in Abb. 2 festgehaltenen Pinne. Alle aufgenommenen Indexkurven zeigen 
den Charakter einer abklingenden Schwingung. 

Bei stabiler, beschleunigungsfreier Lagerung des Sextanten und fiir kleine Neigungs- 
winkel @ der Figurenachse gegen das Lot gilt die Kreiselgleichung: 


do M, 
(ia is M Yq? @ * (11) 
Setzt man hierin fiir den linearen Bereich das erste Glied aus [S], Gl. (49a) ein, so 
erhalt man: 
do k 
acacia (lla) 
mit: 
figar 


ba = Fela + ft) (20) 


Ist ferner y der Azimut der Figurenachse in bezug auf eine feste Richtung (positiver 
Drehsinn entgegen dem Uhrzeiger), so gilt fiir diese Prazessionsbewegung: 


dy gs 
dt ~~ 7 Po° (12) 


den ist bei Beriicksichtigung des Prazessionsmomentes der Pinnenreibung nach [S], 
. (53): 


8 ='8, Te (12a) 
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Ferner gilt nach (2): 


fap ee 3 (13) 
et ) 
mit: b; an ge | 
und: 5, oe ee ony 
2 eA ter | 
Aus (13) folgt analog zu (4a): 
o,—|/ tg (//b, by t) 
On : | (14) 


l+o, at tg (Jb, by t) 
2 


wenn w, den Wert der Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse zur Zeit t = 0 
bedeutet. 


Aus (lla) und (13) erhalt man: 


ee k dw 
swore hy (11¢) 
Ebenso folgt aus (12) und (13): 
gs dw 
Mae rp @ (by 0 + be) * aan) 
Die Integration von (llc) und (12b) liefert: 
ka 1 @ 4) b; w + by i 
a7 be ‘a @ @w 42 
o=0,e rere (11d) 
und: 
o,/b,02 +b 
gs aV ee 2 (12¢) 


= — n eon en 
yp YA 17? be wo Vb, @ 4? + be 


0, und yw, bedeuten hierin die Anfangswerte von # und y. 


Ist schlieBlich h der am Gerat abgelesene Héhenwinkel, wenn das kiinstliche Gestirn 
dauernd mit dem Horizont zur Deckung gebracht wird, so gilt fiir die Indexkurve 
die Gleichung: 

h =h, + # cos y, (15) 
wenn hf, der Héhenwinkel ist, den das Instrument nach Abklingen der Prazession 
anzeigt. Dabei ist vorausgesetzt, daB die feste Azimutrichtung, auf die man wy 
bezieht, mit dem Azimut des angepeilten Gestirns zusammenfallt. 


Aus (11d) und (12c) erhalt man: 
LS we beatae 


bo Vb, © 4? + by 


b,o? +6 
I =e se gs o4V 10 +) (16) 


co == r ae ee 
: (v, Tp? be wo Vb, w@ 4? + by 


Tragt man in (16) den Wert (14) ein, so ergibt sich h als Funktion der Zeit. Wie man 
sieht, entsteht hierbei keine so einfache Kurve wie die der gedampften harmonischen 
Schwingung. 

Beschrankt man sich aber auf ein Zeitintervall, das klein ist gegeniiber der 
Auslaufzeit des Kreisels, dann kann man w in eine Potenzreihe nach ¢ entwickeln 
und nur wenige Glieder beriicksichtigen. Bricht man bereits nach dem linearen 
Glied ab, so erhalt man nach (13): 


wo =a, — (b, wy? + b,)t. (13b) 
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O4 Vb, o? + by 
wo Vb, 42 + bs 


: byt ¢ ; 
wicklung bis zu den linearen Gliedern in 1 + ¥, tiber, der Logarithmus dieses 


Der Ausdruck geht nach Substitution von (13b) und nach Ent- 


Ausdruckes betragt also 4ho wenn man wieder die héheren Glieder vernachlassigt. 
4 


Man erhalt dann aus (16) fiir kleine ¢: 
Bas ka t 
h=h+%,e °4 cos (va— 


Dies stellt tatsichlich eine gedimpfte harmonische Schwingung dar. Man erhalt 
iibrigens (16a) auch, wenn man von Haus aus in (lla) und (14) # =, =Cons. 
setzt (quasistationare Lésung). 

Man erhalt jedoch ein bedeutend einfaonares Resultat, wenn man aus (lla) 


und (12) die Zeit eliminiert: 
dd 
‘a= pO (17) 
mit: 
fier 
P= sat + her) 


(17a) 


bei Beachtung von (11b). 
Die Integration von (17) liefert: 


Veer Py tata Mees 24 a tay 


Dies ist die Gleichung einer logarithmischen Spirale. Sie legt die Bahn der Kreisel- 
spitze (Spitze des Einheitsvektors in Richtung der Figurenachse) beim Einschwingen 
in die Lotrichtung fest und soll kurz als Einschwingspirale bezeichnet werden. 

Zur direkten Messung der Einschwingspiralen wurde auf dem Kreisel in einer 
zur Figurenachse senkrechten Ebene ein kleiner Spiegel befestigt, auf den ein scharf 
ausgeblendeter Lichtstrahl von einer Quecksilberdampfhochdrucklampe mit nahezu 
senkrechter Inzidenz fiel; der reflektierte Lichtstrahl wurde auf einen zweiten festen 
Spiegel geworfen und von hier fiel das Licht auf eine weiter entfernte vertikale Matt- 
scheibe, die auch durch eine mit lichtempfindlichem Papier tiberspannte Platte ersetzt 
werden konnte. Durch ein unmittelbar hinter der Lichtquelle angebrachtes Linsen- 
system konnte ein scharfes Bild der kreisformigen Blende auf der Mattscheibe erzeugt 
werden (Durchmesser etwa 0°4mm). Durch eine optische Ausgleichsrechnung lieB 
sich leicht jene Stellung des festen Spiegels auffinden, die einer verzerrungsfreien 
Wiedergabe der Einschwingspirale fiir kleine @ entspricht. Die Anordnung wurde 
so gewahlt, dali einer Winkelanderung der Kreiselachse vom Betrag einer Bogen- 
minute eine Verschiebung des Bildpunktes von 1mm zugeordnet war. AuBerdem 
konnte durch kurzes Abblenden in regelmaBigen Abstanden (etwa 5 Sek.) Zeitmarken 
eingeschaltet werden. SchlieBlich war eine photoelektrische Messung der Umdrehungs- 
zahl des Kreisels méglich. 

Mit diesem nach den Angaben des Verfassers gebauten Apparat wurden eine 
groBe Anzahl von Einschwingspiralen aufgenommen. Bedauerlicherweise sind alle 
Aufnahmen durch die Kriegsereignissé vernichtet worden. Es wurden nur gewisse 
qualitative Befunde festgehalten. Es ergab sich: 

1. Im untersuchten Bereich (zirka bis 9 =1° 30’) waren die Einschwingspiralen 
in guter Naherung logarithmische Spiralen. . 
“2. Bei Spiralen, die ein groBes Bereich von 8 iiberspannten, zeigte sich im AuBen- 
bereich manchmal eine etwas groéBere Steilheit als im Innenbereich. 

( ‘3. Bei neuen Pinnen verliefen die Spiralen wesentlich flacher als bei abgeniitzten. 
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4. Spiralen, die bei kleinen Drehzahlen aufgenommen wurden, waren etwas steiler 
als die bei gré8eren Drehzahlen unter sonst gleichen Umstanden aufgenommenen 
Spiralen. 

Die Erklarung der Befunde 1 bis 3 ergibt sich zwanglos aus der entwickelten Theorie. 
Nach Gl. (17a) ist die Einschwingkurve im linearen Bereich des Aufrichtmomentes 
eine logarithmische Spirale, wobei 6 direkt die Steilheit (Tangens des Komplementes 
des Neigungswinkels zwischen Radiusvektor und Kurventangente) angibt. Fiir 
groBere 3-Werte kommen wir aus dem linearen Bereich heraus und das Aufrichtmoment 
bzw. die Steilheit der Spirale wachst, wenn f,’ > 1 ist (vgl. die Kurven [S], Abb. 6a 
und Abb. 6b). Hin spater durchgefiihrtes Zahlenbeispiel zeigt, daB die Ungleichung 
f,’ >1 praktisch immer erfiillt ist. 

Um den dritten Befund zu erklaren, gehen wir von Gl. (17a) aus. Setzen wir 
hierin nach (9), worin wir der Ubersichtlichkeit halber die Kriimmung der Pfanne 
gegentiber der Kriimmung der Laufflache vernachlassigen (R = 0): 


: r=ca (18) 
mit OE 
= 30 —pmg’ a 


so ergibt sich, bei Beachtung von (12a), worin wir 1 gegen /,’2 vernachlassigen konnen 
(siehe das spater durchgefiihrte Zahlenbeispiel), und [S], Gl. (41d) in Verbindung 


mit [S], Gl. (47): cf, a5 
p= ( 1 ; 


89 1 a) (1 + ¢ f,? a4) 


(19) 


B stellt eine mit a und somit mit der Abniitzung monoton wachsende Funktion dar, 
wodurch der Befund 3 seine Erklarung findet. 

Zur Aufklarung des Befundes 4 reicht die bisher entwickelte Theorie offenbar 
nicht aus, da nach ihr 8 von w unabhangig sein soll. Diese Unstimmigkeit, die nur 
bei kleinen Drehzahlen (etwa unter 600 Umdr./min) in Erscheinung tritt, findet ein 
Analogon in gewissen Unstimmigkeiten, die sich bei Betrachtung der Auslaufkurven 
bei Drehzahlen unter 600 Umdr./min ergeben haben. Leider kann dieser Bereich 
nicht quantitativ verfolgt werden, da dem Verfasser keine Auslaufkurve zur Verfiigung 
steht, die unter 600 Umdr./min herabreicht. Qualitativ kann man die Abweichungen 
so charakterisieren, da8 die Auslaufkurve hier flacher verlauft, als es der Theorie 
entsprechen wiirde, so da8 sich fiir die gesamte Auslaufzeit bis zum Stillstand des 
Kreisels ein viel gréBerer Wert ergibt (etwa 1°5- bis 2fach), als man nach Gl. (4a) 
erwarten wiirde. Die einfachste Erklarung hierfiir ist die, daB der Reibungskoeffizient 
in diesem Bereich stark geschwindigkeitsabhangig ist und mit der mittleren Gleit- 
geschwindigkeit abnimmt. 

Um einen Anhaltspunkt fiir die GréBe der mittleren Gleitgeschwindigkeit zu 
gewinnen, denken wir uns den Reibungskoeffizienten f in eine Potenzreihe nach der 
Gleitgeschwindigkeit v entwickelt, die wir nach dem ersten Glied abbrechen. Wir 
schreiben : 

Pie Creo Ota ou (20) 
Wenn wir nur an den Fall kleiner Auslenkungen # denken, kénnen wir annehmen, 
daB, wie in [S], Abb. 2, der Schnittpunkt M zwischen Figurenachse und der Ebene 
des Beriihrungskreises ins Innere desselben fallt. Dann ist nach den Bezeichnungen 
von [8], Abb. 2: v =e, und man erhilt, wie in [S], Gl. (7a), wenn man das Glied 
fiir die fliissige Reibung streicht, fiir die resultierende Reibungskraft: 


2 
dee =| (Cy ar Co O14 @) Pmax | bis iS cos € do, 


334 G. Heinrich: 


Fiir den ersten, geschwindigkeitsabhangigen Term erhalten wir die zu [S], Gl. (12) 
analoge Losung ohne das Glied fiir die fliissige Reibung. Es ergibt sich also bei Be- 
achtung von [S], Gl. (8a), (8b) und (8c): 


1 2 7% 
2 ( es , = Pe pedo , 
Rup ea pi ie 2e | +650 Pax @ | \° 1 — 0? 9’ do’ do, 
o=0 


eo’ = 0¢ 


wenn man do = odode setzt. Die Integration lefert, wenn man nur die linearen 
Glieder von 9’ beriicksichtigt, analog zu [S], Gl. (12): 


M14 


2 2 
Res = 4 P Dax P (04 + yao ¢:). 


Vergleicht man dies mit [S], Gl. (12), so erkennt man, da man mit einem mittleren 


Reibungskoeffizienten vom Betrag c, + ¢, Ale rechnen kann, was nach (74) einer 


mittleren Gleitgeschwindigkeit v,, von 


Oo; = oO =a 2 (20a) 


entspricht. 

Uber die Abhangigkeit des Reibungskoeffizienten von der Geschwindigkeit im 
Bereich kleiner Gleitgeschwindigkeiten (von 0 bis 8 mm/sek) liegen sehr aufschluf- 
reiche Versuche von Ch. Jakob? vor. Es zeigt sich, daf bei sorgfaltiger Reinigung 
der sich beriihrenden Teile eine starke Abhangigkeit des Reibungskoeffizienten mit 
der Geschwindigkeit im Bereich kleiner Gleitgeschwindigkeiten auftritt. Fir Gleit- 
geschwindigkeiten, die gréBer als 5 bis 7 mm/sek sind, ist keine starke Anderung 
des Reibungskoeffizienten zu beobachten. Fiir sehr kleine Geschwindigkeiten unter 
1 mm/sek sinkt der Reibungskoeffizient plétzlich stark ab, ohne da eine untere 
Grenze seines Wertes festzustellen ware. Leider liegen Versuche fiir Stahl auf Stahl 
nicht vor. Doch wurden Stahl auf Messing, Glas auf Glas und verschiedene andere 
Materialkombinationen untersucht. In allen diesen Fallen zeigt sich unterhalb 1 mm 
Gleitgeschwindigkeit ein starkes Absinken der Reibungszahl, so daB wir auch fiir 
die Kombination Stahl auf Stahl ein analoges Verhalten vermuten diirfen. 

Legen wir fiir a den Wert fiir die in Abb. 2 dargestellte Pinne zugrunde 
(4 =0°0266 mm), so erhalten wir fiir die mittlere Gleitgeschwindigkeit nach (20a) 
fir n = 3000 Umdr./min: v,, = 5°32 mm/sek und fir n = 600 Umdr./min: v,, = 
= 1:06 mm/sek. Wir liegen also bei 600 Umdr./min gerade an der Grenze, wo der 
rasche Abfall des Reibungskoeffizienten einsetzt. Es ist somit verstandlich, daB 
unterhalb 600 Umdr./min gréfere Abweichungen von einer Theorie auftreten, die 
konstanten Reibungskoeffizienten voraussetzt. Damit findet aber auch der Befund 4 
seine Aufklarung. Wir haben bereits in [8], Abschnitt 2, festgestellt, daB im Bereich 
fi’ >1 das Aufrichtmoment mit wachsendem Reibungskoeffizienten abnimmt, was 
auch aus [S], Abb. 4a und 4b hervorgeht. Da wir mit f = 0°21 zu rechnen haben, 
folgt aus [S], Gl. (47) und (41d): f," = 15, wobei r = 0-161 cm gesetzt wurde. Daraus 
folgt aber, daB bei Abnahme von f das Aufrichtmoment und damit die Steilheit der 
Spirale zunimmt. 

Die Versuche von Ch. Jakob zeigen iiberdies, daB eine Vermehrung des spezifischen 
Druckes um das 6800fache keinen merklichen Einflu8 auf die GréBe des Reibungs- 
koeffizienten austibt. Dies berechtigt uns, das besprochene Reibungsgesetz auch im 
Bereich sehr hoher Driicke als giiltig anzunehmen. 

Im iibrigen spielt das Bereich kleiner Drehzahlen unter 600 Umdr. /min praktisch 
nur eine geringe Rolle, da hier die Storanfalligkeit des Kreisels bereits zu gro8 ist, 


2 Ch. Jakob: Ann. Physik 88, 126 (1912). 
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um noch einen brauchbaren Horizont zu liefern. Es sollen daher auch keine mathe- 
matischen Formulierungen fiir diesen Bereich versucht werden. 

Zur quantitativen Kontrolle der Formeln fiir das Aufrichtmoment wollen wir 
die Prazessionsindexkurven heranziehen. Aus (15) und (17a) folgt: 


Ah =h — hy = 34 e~8 (¥—*4) cos y, (16b) 


worin y als monotone Funktion der Zeit zu betrachten ist. Die Indexkurve kommt 
also durch eine Verzerrung der Abszisse von Gl. (16b) zustande. Die Extremwerte 
von Ah nach der Variablen y fallen daher mit den Extremwerten nach der Zeit 
zusammen. Das Verhaltnis 4 zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima (Minima) 
von 4h ergibt sich aus (16b) zu: A =e?78, Es ist also nach (17): 
22 friar? 

2303 s (a? + fxr) ’ 

log A kann als logarithmisches Dekrement der Prazessionsindexkurve bezeichnet 
werden. 

Zur Uberpriifung von (21) wollen wir Abb. 11 heranziehen. Fast alle aufgenomme- 
nen Indexkurven zeigen aber in gréSerem oder geringerem Ausmaf die Erscheinung 
des ,,gestérten Einschwingens“, die man so beschreiben kann, daB die beiden Rand- 
kurven + #, e-*(¥—¥4), die nach (16b) die Indexkurven begrenzen, in Wirklich- 
keit nicht symmetrisch zur Abszisse liegen. Diese Erscheinung, auf die wir in einer fol- 
genden Arbeit genauer eingehen, beruht auf einem aerodynamischen Effekt. 

Zur naherungsweisen Elimination dieses Fehlers gehen wir so vor, da’ wir zuerst 
das arithmetische Mittel bilden aus dem Betrag des ersten Maximums und des ersten 
Minimums und dieses dividieren durch das Mittel aus dem ersten Minimum und dem 
zweiten Maximum. Auf diese Weise erhalten wir offenbar eine Naherung fiir: e** = A, 

Wir konnen dann fiir die folgenden Maxima und Minima nach demselben Ver- 
fahren neue Werte fiir //4 gewinnen. Auf diese Weise erhalten wir aus Abb. 11 
fiir V/A die Zahlen: 1°63; 1°57; 1:5; 1°4; 1°5. Die Schwankungen halten sich in ertrag- 
lichen Grenzen. Als Mittelwert ergibt sich: /A =1°52. Daraus: log A = 0:364. 
Andere, hier nicht wiedergegebene Indexkurven, die anderen Abniitzungsstadien 
der Pinnen entsprachen, lieferten auch andere Werte fiir log A. Die Werte erstreckten 
sich von 0°114 bis 0°43. Wir konnen nun aus Gl. (21) die theoretischen Werte von 
log A fiir verschiedene Abniitzungsstadien ausrechnen. 

Der nach der Prazessionsdauer des Kreisels gerechnete scheinbare Schwerpunkts- 
abstand s betrug etwa 0°12cm. Die Anderung von s fiir verschiedene Abniitzungs- 
grade ist, wie bereits erwahnt, sehr gering. Diese theoretische Folgerung wird durch 
die Beobachtung bestatigt, da sich die Prazessionsdauer, bezogen auf dieselbe 
Kreiseldrehzahl, fiir eine Pinne in den verschiedenen Stadien der Abniitzung praktisch 
nicht andert. 

f, betragt nach [S], Gl. (47a): 0°248. Fiir die neue Pinne mit r = 0°02 cm betragt a 
nach (2b) und (28a): 0:00124cm. Damit ergibt sich aus (21): log 4 =0°107. Fir 
die Pinne im Abniitzungszustand nach Abb. 2 (r =0°161 cm, a = 0700266 cm) er- 
halt. man: log 4 = 0°244. Fir staérker abgeniitzte Pinnen ergeben sich entsprechend 
gréBere Werte von log 4. Man sieht also, da die GroBenordnung der Abniitzung 
mit befriedigender Genauigkeit durch die abgeleiteten Formeln wiedergegeben wird. 
Leider sind jene Messungen nicht erhalten geblieben, wo unmittelbar nach erfolgter 
Mikrophotographie der Pinnenoberflache eine Einschwingspirale aufgenommen wurde. 
Man hatte dann zu jedem der Aufnahme entnommenen Abniitzungsradius a nach (8a) 
einen Wert fiir a berechnen kénnen, um dann nach (21) den gemessenen Wert von 


log A zu kontrollieren. 


log A = (21) 
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Wir hatten bisher stillschweigend einen Kreisel mit genau zentrierter Pinne unseren 
Betrachtungen zugrunde gelegt. Diese Voraussetzung trifft nur dann zu, wenn die 
freie Achse des Kreisels durch den Kriimmungsmittelpunkt 
der Laufflache hindurchgeht. Ist dies nicht der Fall, so 
wollen wir vom ,,Schlagen der Pinne“‘ sprechen. Wir wollen 
zum Abschlu8B noch untersuchen, wie sich dieses Schlagen auf 
die Pinnenreibung auswirkt. 


Abb. 12 stellt den Grund- und Aufri®8 einer schlagenden 
Pinne dar. Die Drehachse hat den Normalabstand w von 
der Parallelachse durch den Kriimmungsmittelpunkt der 
Laufflache. M, bzw. M sind die DurchstoBpunkte der Dreh- 
achse bzw. ‘ihrer Parallelen durch O mit der Ebene des 
Beriihrungskreises. Fiir kleine Neigungswinkel y zwischen 
der Richtung der Drehachse und der Normalen zur Beriihrungs- 
ebene erscheint w im Grundri8 in wahrer GréBe. Die Grund- 
riBprojektion der Drehachse ist parallel zur y’-Achse. y’ ist 
also fiir Zeiten, die klein gegeniiber der Prazessionsdauer 
sind, eine feste Richtung. Wahrend dieser Zeit bleibt auch 
r-qg konstant und da auch w konstant ist, durchlauft y mit 
der Winkelgeschwindigkeit w wahrend einer Kreiselumdrehung 
einen Vollkreis. Der Winkel y pendelt entweder (fiir w <r q) zwischen zwei extremen 
Werten hin und her, oder durchlauft (fiir w > 7) ebenfalls den Vollkreis. 

Aus dem Dreieck 0,, M, M, folgt: 


Abb. 12. Zur Theorie der 
schlagenden Pinne. 


u=Vw+re—2wrecosy (22) 
und 
Metis 
using’ (23) 
Setzt man 
pee 
Us ae; (24a) 
(eA 
war, (24 b) 
so wird 
uo =Vw? + yo? — 2w’' ¢’' cos », (22a) 


wenn man [S], Gl. (4la) beachtet. 
Ferner folgt aus (22) und (23): 


‘ 


Ww 


(25a) 


sin y =sin 
x Vet ot Dono con ue 


gy —w’ cosy 
Vw? + oy’? — Qw’ gy’ cosy 
Da M, Momentanachse der Bewegung ist, gilt fiir die momentane resultierende 
Reibungskraft R,, solange M, im Innern des Beriihrungskreises liegt, nach [S], Gl. (12), 
wenn wir das Glied mit der fliissigen Reibung streichen: 


cos ¥= (25 b) 


me / & / 
Re= "PFA Ppa’ (1— AP)... fu] <1. (26) 
Die Ungleichung |w'| <1 ist aber nur dann fiir alle Winkel y erfillt, wenn 
w <1l—q’. (26 a) 


Dies wollen wir fiir das folgende annehmen. 
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Die Augenblickswerte R,’ und R,’ in der Richtung der a’- und y’-Achse sind: 


Rk,’ =R,cosy und &/ =— - &,siny. Da man y =ot setzen kann, ist der 
zeitliche Mittelwert RF,’ und R,' gemaB (26), (25a) und (25b): 
Oi 0 wale oa 0 pial w? ’ Pp? 

Rk, aac h,,= 4 FO Pax (1 ace ie (1 iar <n): (27) 

de eh (28) 


Der zeitliche Mittelwert der resultierenden Reibungskraft steht also wieder senkrecht 
auf der Grundri8projektion des Vektors der Drehgeschwindigkeit. 

Um den Augenblickswert des bremsenden Momentes der Pinnenreibung M, zu 
berechnen, kénnen wir [S], Gl. (38a) zugrunde legen. Nur haben wir fiir R,, den 
Augenblickswert R, nach (26), fiir rp gemaB Abb. 12 die GréBe n und fiir in sinn- 

J —wy2? + ss wy’ 
8 
zu setzen. 


gemaBer Anwendung von [S], Gl. (14b) die GroBe -— I 
1—— 4” 
4 


Dadurch erhalt man fir M, aus [S], Gl. (38a), wenn man [S], Gl. (27a) beriick- 
sichtigt, die zu [S], Gl. (44a) analoge Gleichung: 


32 ' , 1 , 
DM =— 4p fmga(l +u?— = u's), 


Fuhrt man hierin fir wu’ den Wert aus (22a) ein und bildet den zeitlichen Mittel- 
wert M.,, so ergibt sich bei Vernachlassigung der Glieder vierter Ordnung in gy’ und ’: 


3 } , 
M,=——g-fmga(l—w? + 9). (29) 


Um den Zusammenhang zwischen y und @ zu finden, greifen wir auf [S], Gl. (25) 
zurtick und erhalten aus (27) bei Beachtung von [S], Gl. (27a) fir den zeitlichen 
Mittelwert » des Winkels v: 


iS 32 Woes gy” 
eaibek: (1 2 jy (1 ay =o (30) 


Man kann nun aus [8S], Gl. (30a) &# berechnen. Gehen wir mittels [S], Gl. (41c) zu # 
iiber, so erhalt man bei Beniitzung von [S], Gl. (41d), wenn man bis zu Gliedern dritter 
Ordnung in q’ entwickelt: 


/ Dn leeenvoae, fe”? , 
¥=VT Fh 9 |) — aoaetyarny ee) 


mit der Abkitirzung: 


Fri a) =f. (31a) 


Durch Umkehren der Potenzreihe erhalt man aus (31), wenn man bis zu Gliedern 
dritter Ordnung in # entwickelt: 


= f ! fae | (32) 


ie | a ee 
Damit folgt aus (29) bei Entwicklung bis zu Gliedern zweiter Ordnung in #: 
u 3 / ow 
Di S fd w'2) mg aI ' Teale ade (29a) 


Der Vergleich mit [S], Gl. (51). zeigt, da® fiir kleine # die Pinnenreibung gréBer 
ist als bei zentrierter Pinne, und zwar erfahrt der Reibungskoeffizient eine scheinbare 
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Erhéhung um den Faktor (1 + w’?). Bei gleichbleibender freier Achse (konstantem w) 
verringert sich dieser Faktor nach (34b) mit steigender Abniitzung (wachsendem 4a), 
so daB die Falschung des Reibungskoeffizienten bei neuen Pinnen am gréBten ist. 


; ; ; Be me 
Das relative Anwachsen des bremsenden Momentes der Pinnenreibung mit 0”? 


hangt vom Faktor +7520 +0) ab. Dafiir konnen wir nach (3la) und [S], 


Gl. (47) bei Vernachlassigung der Glieder vierter und hoherer Ordnung in w’ auch 


i 5 +f Dieser Wert ist kleiner als der entsprechende nach [S], 
ah 


Gl. (51). Das bremsende Moment der Pinnenreibung wachst also fiir kleine # bei 
zentrierter Pinne prozentuell rascher an als beim Kreisel mit schlagender Pinne. 


schreiben: 


Zur Berechnung des zeitlichen Mittelwertes M, des Aufrichtmomentes benutzen 
wir die aus [S], Gl. (36a), (38) und (39) folgende Beziehung, die fiir kleine Winkel », 
gy und # die Form 

M,=N,? + R,,1 cos 6 (33) 


annimmt. Hier wurde w gegeniiber dem Kriimmungsradius r vernachlassigt, was 
unbedenklich ist, da nach (36a) ohnehin w <a vorausgesetzt werden mu. Aus 
[S], Gl. (31), sowie aus Gl. (37), (39a), (32) und (33) erhalt man dann, wenn man 
bis zu Gliedern dritter Ordnung in # entwickelt: 
—— fs AM fo’? — 1 Q’2 
MM a 9 8 1 Fa | ipl eh ag ee 
9 


“ 


1 (34) 


wobei die Bedeutung von (34) durch (31a) festliegt. 

Vergleicht man dies mit dem analogen Wert fiir den Kreisel mit zentrierter Pinne 
[S], Gl. (49), so ergibt sich folgendes: Im linearen Bereich wird der Reibungs- 
koeffizient nach (31a) und [S], Gl. (47) im Gegensatz zum bremsenden Moment der 


2 
Pinnenreibung um den Faktor (1 -- 5) scheinbar verkleinert. Dies bedeutet, da 


wir praktisch mit f,’ >1 rechnen kénnen, eine Erhéhung des Aufrichtmomentes 
zufolge des Schlagens der Pinne. Da in diesem Bereich auch der Faktor von 3’? in 
der Klammer wichst, so setzt bei schlagender Pinne die Krimmung der M,-Linie 
bereits friiher ein, als bei zentrierter Pinne. 


Um schlieBlich noch den zeitlichen Mittelwert des Prazessionsmomentes der 
Pinnenreibung //, fiir die schlagende Pinne zu ermitteln, gehen wir von [S], Gl. (40a) 
aus und erhalten bei Verwendung von (27), (31a), (32), sowie [S], Gl. (41c) und (41d), 
wenn wir nur die linearen Glieder in # beriticksichtigen: 


rie 

Verglichen mit dem linearen Anteil von [S], Gl. (52) haben wir auch hier dieselbe 
scheinbare Erniedrigung des Reibungskoeffizienten durch das Schlagen der Pinne 
wie beim Aufrichtmoment. Nur wirkt diese sich hier als Erniedrigung des Prazessions- 


momentes der Pinnenreibung aus. Doch ist diese Erniedrigung bei groBen Werten 
von f,’ praktisch bedeutungslos. 


M,=—mga 


Um zu beurteilen, ob der aus dem bremsenden Moment der Pinnenreibung ge- 
folgerte Wert von f zufolge etwaigen Schlagens der Pinne zu hoch bewertet wurde, 
reicht das dem. Verfasser zur Verfiigung stehende Versuchsmaterial nicht aus. Eine 
direkte Bestimmung von / ware sehr wiinschenswert. Fiir ein kleineres { kamen auch 
die logarithmischen Dekremente hoher heraus, was bei den hdheren Werten von 
log A (bis 0°43) vielleicht eine Rolle spielt. 
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4. Zusammenfassung. 


Zur Untersuchung der Laufeigenschaften eines pinnengelagerten, symmetrischen 
Kreisels, der in einer kugelférmigen Stahlpfanne, frei spielen kann, wurden Mikro- 
photographien (200fache VergroBerung) der Laufpinne in den verschiedenen Stadien 
der Abniitzung aufgenommen. 


Um <Aufschliisse iiber das bremsende Moment der Pinnenreibung zu gewinnen, 
wurde die Drehzahl in Abhangigkeit der Zeit nach einer photoelektrischen Methode 
gemessen. 


In einer vorangegangenen Arbeit des Verfassers wurde auf theoretischem Wege 
festgestellt, daB zwar das bremsende Moment der Pinnenreibung mit dem Reibungs- 
koeffizienten wachst, das Aufrichtmoment jedoch in dem praktisch in Frage kommenden 
Bereich mit wachsender Reibungszahl abnimmt. Mit zunehmender Pinnenabniitzung 
vergréBert sich jedoch sowohl das Aufrichtmoment als auch das bremsende Moment 
der Pinnenreibung. | 


Nimmt man das Moment der Luftreibung proportional dem Quadrat der Drehzahl 
an, so liefert dies zusammen mit dem bremsenden Moment der Pinnenreibung einen 
Ansatz fiir die Auslaufkurve des Kreisels, die fiir Drehzahlen iiber 600 Umdr./min gut 
mit der Erfahrung iibereinstimmt. Auf Grund der Ausmessung des _,,Abniitzungs- 
kreises“ in den mikrophotographischen Aufnahmen wird auf die GroBe des ,, Berithrungs- 
kreises‘‘ zwischen Pinne und Pfanne zuriickgeschlossen und daraus mittels der Hertz- 
schen Gleichungen der Kriimmungsradius der Laufflache berechnet. Anderseits 
kann aus dem beobachteten ,,Schleudern’ der Kreiselachse ebenfalls ein Schlu8 
auf die GroSe des Kriimmungsradius der Laufflache gezogen werden. Hieraus ergibt 
sich eine gute, gréBenordnungsmaBige Bestatigung fiir den aus der Abniitzung. be- 
rechneten Kriimmungsradius. Aus der Auslaufkurve kann, wenn man die GroBe 
des Bertihrungskreises kennt, der Reibungskoeffizient ermittelt werden. Man erhalt 
etwa 0°21, was nahezu der trockenen Reibung von Stahl auf Stahl entspricht. Dies 
erklart sich aus den hohen spezifischen Driicken im Beriihrungskreis (bis 46000 kg/cm?), 
wobei das Schmiermittel (Fett) aus der Beriihrungsflache offenbar nahezu vdllig 
herausgepreBt wird. 


Durch Beobachtung im Sextanten kann die Aufrichtung der Kreiselachse verfolgt 
werden. Aus den aufgenommenen ,,Prazessionsindexkurven“ ergeben sich Werte 
fiir das Aufrichtmoment, die gut mit den theoretischen Werten zu vereinbaren sind. 
Auch die durch einen ,,Lichtschreiber“ auf lichtempfindlichem Papier aufgenommenen 
,Hinschwingspiralen‘’ der Kreiselachse bestatigen die Theorie, nach welcher die 
Bewegung der Kreiselspitze fiir kleine Neigungen langs einer logarithmischen Spirale 
erfolgt. Fiir kleine Drehzahlen des Kreisels unter 600 Umdr./min treten sowohl im 
Bremsmoment der Pinnenreibung als auch im Aufrichtmoment Abweichungen von 
der Theorie auf, solange man mit geschwindigkeitsunabhangigen Reibungskoeffizienten 
rechnet. Sie erklaren sich nach den Ergebnissen der Versuche von Ch. Jakob 
dadurch, daB der Reibungskoeffizient bei sehr kleinen Gleitgeschwindigkeiten 
(1 mm/sek) stark abnimmt. Es wird gezeigt, daB man unterhalb von 600 Umdr./min 
gerade in dieses Gebiet kommt. 


Es wird ferner die Wirkung des ,,Schlagens‘‘ der Kreiselachse untersucht, das 
dann auftritt, wenn die Drehachse nicht durch den Kriimmungsmittelpunkt der 
Laufflache hindurchgeht. Hierdurch wird im Bereich kleiner Neigungswinkel sowohl 
das bremsende Moment der Pinnenreibung als auch das Aufrichtmoment erhoht. 


(Hingegangen am 13. Februar 1951.) 
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Stationire Gasstrémung 
durch ein gerades Rohr mit und ohne Waérmedurehgang und Reibung. 


Von €. Kimmerer, Wien. 


Mit 10 Textabbildungen. 


Zusammenfassung: Die Gasstrémung im Rohr gleichen Durchmessers 148t sich rechnerisch 
nur unter gewissen vereinfachenden Annahmen, die auch bisherigen Ver6ffentlichungen, z. B.+ 
und? zugrunde liegen} verfolgen. In der vorliegenden Arbeit werden weitere sechs Sonderfalle 
der Rohrstrémung (die sich aus der Annahme eines polytropischen Zustandsverlaufes ergeben) 
behandelt. Dadurch wird erkennbar, wie das Rohr gekihlt oder geheizt werden mu8, um einen 
bestimmten Sonderfall zu verwirklichen. 


Summary: The gas flow in a tube of, uniform diameter may be ascertained by calculation 
only under certain simplifying assumptions which form also the base of existing publications, 
e.g.1 and?. In the present article other six special cases of tube flow are treated (following 
from the assumption of a polytrop state course). It is noticed how the tube must be cooled or 
heated in order to realize a certain special case. 


Résumé: L’écoulement du gaz dans un tube @ diamétre constant ne saurait s’atteindre par 
des opérations mathématiques qu’en posant certaines suppositions simplifiantes telles qu’elles 
sont 4 la base de quelques publications récentes, p.e.! et?. Dans l’article présent quelques six 
autres cas spéciaux du flux dans un tube sont traités (ils résultent de la supposition d’une allure 
d’état polytrope). I] s’en suit, de quelle fagon le tube doit étre chauffé ou refroidi pour réaliser 
un certain cas spécial. 


Ist w die tiber den Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit, 7 die Enthalpie je 
1 kg Gas und + q, die von aufen zu- bzw. nach auBen abgefiihrte Warme in kcal/kg, 
so gilt zunachst die Energiegleichung, auch Strémungsgleichung genannt: 


aun ce di = dqa; (1) 
oder integriert: 
A : : 
29 (w.2—wy?) + tg —t1 = a. (la) 
Eine zweite Beziehung folgt aus dem Impulssatz: 
G ’ 
dw + f (dp —adp') = 0, (2) 
oder integriert: 
G ' 
—, W2— v1) + f (P2— Pi) —f Ap’ = 0, (2a) 


g 
wobei G/g die sekundlich durch einen Querschnitt stromende Masse, G das sekund- 
liche Gewicht und G/f den sekundlichen Gewichtsdurchflu8 je m2 Querschnittsflache 
bedeutet. Der Druckverlust durch Rohrreibung Ap’ wird wie iiblich auf den Stau- 
druck y w?/2 g bezogen und durch einen von der Reynoldszahl Re = w d/y abhangigen 
Beiwert / festgelegt: 


pl dl 3 Gw , dl 

ries P % oq d gf a? (3) 
GA Gawl 
Apis as anya? Be 

4 agja |v Qgfd° (3 a) 


wobei y das spezifische Gewicht des stromenden Stoffes in [kg/m*], 7 die Rohrlange 
in [m], d den lichten Rohrdurchmesser in [m], f = x d2/4 den freien Rohrquerschnitt 
1 


in [m*] und » die kinematische Zahigkeit in [m2/sec.] bedeutet. w = 7 \wdl ist das 


. i : 0 
Mittel der langs einer gegebenen Rohrstrecke herrschenden Geschwindigkeiten. 
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Ist w als Funktion von | bekannt, so la8t sich w durch Integration ermitteln. 
Fiir kurze Rohrabschnitte kann jedoch meistens (naherungsweise) @ = (w, + w,z)/2 
gesetzt werden. 

Im folgenden wird, um rechnen zu konnen, von der Gleichung des idealen Gases 
pv = kT sowie von konstanter spezifischer Warme c, oder c, ausgegangen. 

Zunachst soll der einfachere Fall der Strémung ohne Reibung, also ein blo& ge- 
dachter Idealfall betrachtet werden. 


1. Str6mung im Rohr ohne Reibung (reversibler Fall). 
Zunachst erhalt man aus (la) 


A 
a (w.2 — w,?) = —c,(T,—T,) +a (4) 


und aus (2a) mit Ap’ — 0: 


= (@,—w,) = —f (p2— Pi) = —f (5) 


Mit Hilfe der Kontinuitatsbeziehung Gv = fw laBt sich das spezifische Volumen v 
[m3/ke] in (5) durch w ausdriicken und man bekommt: 


ex i! Eis) 


Us VY 


w,—w, = —9 R(=2— 2), (5 b) 


Ersetzt man hierin 7’, gema8 (4) durch w,, so ergibt sich eine in w, quadratische 
Gleichung, deren Lésung lautet: 


(=a 8 + w,) / 92 T,Rg 2 2B gg ot! + Trey + da) 
oer x+1 Pas (% + 1)? ( Wy q w) oe Cy (% + 1) » (6) 
wenn AR =c, —c, und * = ¢,/c, gesetzt wird. 

Ist die Anfangstemperatur 7, (bei 1 = 0), die Anfangsgeschwindigkeit w, und 
die zugefiihrte oder entzogene Warme + q, gegeben, so laBt sich nach (6) die End- 
geschwindigkeit w, berechnen, wobei die Rohrlange offenbar belanglos ist, da / in (6) 
nicht vorkommt. 

Die Rohrlange ist erst dann von Einflu8, wenn die GesetzmaBigkeit der Warme- 
iibertragung langs des Rohres, also der Verlauf der GroBe 6 = dq,/dl bekannt ist oder 
festgelegt wird. Fiir gleichbleibendes f ist z. B. 

l 
qa = | Pal = Bi. 


) 
B ist fiir Heizung positiv, fir Ktihlung des Rohres negativ. 


Der Ausdruck vor der Wurzel in (6) stellt offenbar einen Grenzwert, namlich 
die Schallgeschwindigkeit w, dar, der man sich von oben (vom Uberschallbereich) 
oder von unten (vom Unterschallbereich) aus nahern kann. Das positive Vorzeichen 
gilt daher fiir Uberschall, das negative fiir Unterschall. Will man sich der Schall- 
geschwindigkeit nahern (gleichgiiltig von welcher Seite her), muf der Ausdruck unter 
der Wurzel ab-, das heiBt g, zunehmen, f mu8 also positiv sein und das Rohr mu 
geheizt werden. Will man weiters die Schallgeschwindigkeit durch- und _ iiber- 
schreiten, so mu der Ausdruck unter der Wurzel, von Null beginnend, wieder zu- 
nehmen (gleichgiiltig, auf welcher Seite man sich befindet). g, mu8 also abnehmen, 
das hei®Bt 6 mu negativ sein und das Rohr mu8 gekihlt werden. 


Daraus folgt, da8 beim Durchschreiten von w, die Heizung in Kihlung iiber- 
gehen bzw. 6 = 0 sein und q, ein Maximum aufweisen muB. 
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DaB der Ausdruck vor der Wurzel die im Rohr auftretende Schallgeschwindigkeit 
darstellt [bei der die beiden Wurzeln der Beziehung (6) zusammenfallen], 14Bt sich 
wie folgt beweisen: 

Nach (5b) wird: 

susie + wWy= gh Ts +. we, oder ee 


Wy Ws w 


= + w = konst. 


Setzt man dies in (6) ein, so wird 


Baa bl ste 12s) 
W2>= oy (w+ We 
oder 


(x +1lhw2J=x(w2Z+gRT,) baw. weR=xgkT,. 


Der Vergleich mit der Laval-Diise ist naheliegend. Dem geheizten Rohr entspricht, 
wie leicht einzusehen ist, sowohl bei Uber- als auch bei Unterschall der verengte 
(konvergente) Teil der Diise, dem 
Wo? 25 Wong: ——* gekiihlten Rohr hingegen der er- 
ae '_-weiterte (divergente) Teil der Diise. 
Geht man von Unter- zu Uber- 
schall, so hat man also zuerst zu 
heizen, nach Uberschreitung von 
w, aber zu kiihlen und das positive 
Vorzeichen gelten zu lassen. Man 
kann aber nach Erreichung von w, 
auch kiihlen und das negative Vor- 
zeichen gelten lassen und wiirde 
dann in den Unterschallbereich 
(bei abnehmender Geschwindigkeit) 
zuriickgelangen. 

Welche von den beiden Méglich- 
keiten eintritt, hangt offenbar vom 
Abb. 1. Verlauf von p, T und q, tiber w fiir die verlust- Gegendruck p, am Ende des Rohres 

lose Strémung im geraden Rohr (A = 0). ab. Ist er entsprechend niedrig, sO 

tritt Druckabnahme und Geschwin- 

digkeitssteigerung (analog dem Erweiterungsteil einer Laval-Diise) ein, ist er ent- 

sprechend hoch, so erfolgt Drucksteigerung verbunden mit Geschwindigkeits- 

abnahme (analog dem Diffusor- oder Erweiterungsteil, z. B. eines Venturi-Rohres). 

Ist der Gegendruck zwischen den beiden Werten gelegen, so wiirde im gekiihlten 

Teil des Rohres ein Verdichtungssto8B auftreten, soferne ein solcher in Verbindung 
mit einer verlustlosen oder reversiblen Strémung tiberhaupt denkbar ist. 


Wmarz ————+| 


StoBweise oder sprunghaft (bzw. unstetig) kann also w, auch bei Kihlung (8 < 0) 
durchschnitten werden, wahrend ein allmahlicher oder stetiger Ubergang von w < w, 
zu w >w, oder umgekehrt nur bei f = 0 erfolgen kann. 


Das p-w-Diagramm der verlustlosen Strémung (Abb. 1) ergibt sich wie folgt: 
Zunichst ist nach (2) mit dp’ = 0: 


G 
, | dp = ——, dw = — it dw; (7) 
oder integriert: 
p=p+Mu,—Mw=C,—- Mw (8) 


mit 


Cy == Epi +.M w,, 
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das heiBt der Druck ist eine lineare Funktion der Geschwindigkeit, und zwar wird p 
mit zunehmendem w kleiner. p ist sonach im p-w-Diagramm durch eine nach rechts 
abfallende Gerade dargestellt. 

Fir w= 0 wird p, = C, und fiir p = 0 (Schnittpunkt der Geraden mit der 
Abszissenachse) ist Wax = C,f g/@ (Abb. 1). 

Der Temperaturverlauf tiber w ergibt sich aus: 


p— Pe _ put 


. Wil TeTR GE! 
mit p aus (8) zu 
i pth G Hi Tai fies, we 
rae oo airs ARE siege fk () 


Die Temperatur wird daher in Abb. 1 durch eine quadratische Parabel dargestellt, 
welche die Abszissenachse bei w = 0 und w = w,,, schneidet und deren Scheitel 
bei 1/. Wax gelegen ist. 
Fir die Schallgeschwindigkeit w,= // gx RT, ist nun wegen R 7, = p, w, |G 
G M 
Mee say ah (10) 


wenn M die sekundliche Masse pro 1 m? Rohrquerschnitt bedeutet. Im p-w-Diagramm 
ist daher p, durch einen Strahl aus dem Ursprung dargestellt, der unter dem Winkel 6 
gegen die Waagrechte geneigt ist, 


(tg 6 = p,/w, = G/gxf = Myx). 


Dieser p,-Strahl schneidet die p- iiber w-Gerade dort, wo w, erreicht ist, wo also 


jig She, 
bzw. 


ist. Daraus ergibt sich: 


g ra x 
W, =; Gg (% a 1) = Wmax (% + 1) . 
Ferner ist nach (1): 
A 
qa = oq (w? — wy?) + cy (T —T)). 
Mit 7 aus (9) ergibt sich: 
da = “Rggt (wo — oH) — “Se gE (wt — (1) 


dq Wird sonach im p-w-Diagramm durch eine quadratische Parabel dargestellt. Durch 
Differenzieren von g, nach w wird erhalten: 


dq __ Cpf Oy (Cp + Cy) 


io RG Pa a las 
, G 
oder mit i ie ef eae Pe 
dqg _ pi P We (lla) 
OR eg 
Daraus: ‘ - 40 aes 
_ dgg . dw dw [pf Oy Cp FT Sy) llb 
MSog Cd alee qe oN a9) 


Fiir die Schallgeschwindigkeit w, wird nun nach (10) der Klammerausdruck in (11b) 
bzw. dq,/dw in (11a) gleich Null. Fiir stetigen (nicht stoBweisen) Ubergang (also 
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dw/dl + oo) muB daher nach (11b) auch f = 0 sein. Ferner muf die ¢,-Parabel bei w, 
ihren Scheitelpunkt bzw. ihr Maximum haben. Die Gré8e*von w, ergibt sich leicht 


aus. (11b) zu: 
fg O1% ae 


= "G@t ly or Wa eon 
wie bereits friiher errechnet wurde. 

Ob die Geschwindigkeit mit zunehmender Rohrlange zu- oder abnimmt, hangt 
nach (11b) nur vom Vorzeichen des f (Heizung oder Kihlung) und zweitens vom 
Vorzeichen des Ausdruckes in der eckigen Klammer ab. Letzterer ist fiir die Schall- 
geschwindigkeit gleich Null, daher fiir Uberschall negativ und fiir Unterschall positiv. 
Wird also bei Unterschall geheizt (6 > 0) bzw. gekiihlt (6 <0), so nimmt w mit 
steigender Rohrlange zu bzw. ab. Wird hingegen bei Uberschall geheizt bzw. gekiihlt, 
so nimmt w mit zunehmender Rohrlange ab bzw. zu. In Abb. 1 ist der mdgliche 
Durchschreitungssinn der p- tiber w-Geraden durch Pfeile (entsprechend dem Verlauf 
von f, vollausgezogen oder punktiert) ersichtlich gemacht. 

Will man also von w <w, zu w >w, gelangen, so ist das Rohr nach Abb. 1 
zunachst zu heizen und nach Uberschreitung von w, zu kiihlen. Bei durchgehender 
(konstanter) Heizung oder Kihlung ist ein allmahliches (stetiges) Durchschreiten 
der Schallgeschwindigkeit nicht mdéglich. 


WwW 


Hingegen erscheint ein Ubergang von Uberschall zu Unterschall durch Verdichtungssto8 
(dw/dl = co) nicht an obige Bedingung gebunden. 

Dies ist auch deshalb plausibel, weil der Sto8 auf einen einzigen Querschnitt (bzw. dl = 0) 
beschrankt ist und daher fiir den Warmedurchgang keine Flache zur Verfiigung steht, so da 
sich die Grofe oder das Vorzeichen von f auf den Verlauf des StoBes nicht auswirken kann. 

Fir den reibungslosen Fall ist der Verlauf von w, p und T iiber der Rohrlange 1 
nicht aus dem p-w-Diagramm zu entnehmen, sondern erst durch die jeweilige Heizung 
oder Kihlung des Rohres, also durch den Verlauf von § iiber J festgelegt. 


Ist-¢,.=> \ B dl bekannt, so la8t sich aus (6) die Endgeschwindigkeit, aus (8) der 
Enddruck und mit 
_ pfw 
eS RG’ 
auch die Endtemperatur bestimmen. 

Es sei noch erwahnt, daB die reversible Stro6mung durch die Anfangswerte z. B. w, 
und p, (bei gegebenem Durchflu8 G und Rohrdurchmesser d) im p-w-Diagramm 
schon eindeutig festgelegt ist. Weitere Beziehungen z. B. zwischen p und w oder q, 
und 7 diirfen nicht vorgeschrieben werden, wenn Uberbestimmung vermieden 
werden soll. (So sind z. B. offenbar irrttiimlich im Aufsatz von Stroehlen!) 
Formeln fir eine reibungslose Strémung, bei der auBerdem noch dq,/d7' = z = konst. 
sein soll, abgeleitet.) 

2. Rohrstrémung mit Reibung. 
Die Impulsgleichung (2a) ergibt unter Beriicksichtigung von (3a) 
G Gwil 
9 (W,— W;) + f (P2— pi) = — as (12) 
Hierin lat sich p, mit Hilfe der Gasgleichung und der Kontinuitatsbeziehung durch 
Pp, = kG T,/f w, ersetzen und man bekommt mit (4) fiir den Druck Pz die Relation: 


Py te Ps atc = {4 a = (w? —w,?)}) . (13) 


1 R. Stroehlen: Uber den Druckverlust stromender Gase. Der Einflu8 von Warmeaustausch 
und Rohrreibungsarbeit. Arch. Warmewirtsch. 209 (1938). 
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P, 1aBt sich aber auch aus (12) ermitteln, wobei sich ergibt: 


G wil 
Pi=Pi—7q a—m + Se], (14) 
(13) in (12) eingesetzt, liefert: 
twa R A 
agg =a + (F as (de + Se os? — wy 2) — (15) 


Ist der Anfangszustand (w, p, 7) eee so laBt sich die zur Erreichung einer 
bestimmten Endgeschwindigkeit w, erforderliche Rohrlange ] aus (15) ermitteln, 


wenn 4, g, und w bekannt ist. w laBt sich aber genau nur angeben, wenn der Verlauf 
l 
von w iiber J, also w = f (J), gegeben ist. Dann la8t sich 1w= | wdl durch eine 


i) 
Funktion von w, und w, ersetzen und w, aus (15) in Abhangigkeit von qg, ermitteln. 
Fiir praktische Rechnungen (s. auch den spateren Sonderfall 4) wird man 
die zu untersuchende Rohrlange schon wegen der Veranderlichkeit der GroBen A 
und ¢, in kleinere Abschnitte unterteilen, fiir die man naherungsweise w = (w, + w,)/2 
setzen kann, ohne von vorneherein eine bestimmte Abhangigkeit der Geschwindig- 
keit w, von der Rohrlange / anzunehmen. 
Ersetzt man in (15) p, durch 7,, so wird wegen p, = RG T\/f w, 
Lwa 1 Rg 
Bb mgr Ln Bes trem). 0 


Ist 1 und g, gegeben, und wird w = (w, + w,)/2 gesetzt, so laBt sich aus Gl. (16), 
die in w, quadratisch ist, die Endgeschwindigkeit wie folgt ermitteln: 


LA Rg T 2 
w, (1— )+ gex ‘: 2Rg(A SL + They +40) 
7 4d W, ee ( 29 (17) 
Oe ieee Al ‘ {22* 4371 
( x 5a) a x 2d 


Fiir langere Rohrstrecken stimmt w nicht mehr mit (w, + w,)/2 tiberein, da w im 
allgemeinen nicht linear iiber J verlauft. 


Auftreten der Schallgeschwindigkeit. 


Rechnet man w, aus der in w, quadratischen Gl. (16) unter Beibehaltung der 
GroBe w aus, so ergibt sich: 


* Di jiior Patna 
Sie ae iV y- Hy ig te) (18) 


Offenbar stellt der vor der Wurzel stehende Ausdruck wieder die im Rohr auf- 
tretende Schallgeschwindigkeit dar. Sie la8t sich aus (18) berechnen, wenn im be- 
l 


sonderen das Produkt w 1 = \ w dl = f (w, wz) bekannt ist, und / als konstant voraus- 
0 
gesetzt wird. 


Der Beweis fiir die vorletzte Behauptung ist folgender: Nach (12) ist: 
Eee ce gh Ps mu 


ape teers 


Qd 
Damit lautet der Ausdruck vor a Wurzel in (12): 
1 kT 
Ran Een 


oder w2 = xg RT3. 
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Mit dq, = Bdl =zdT ergibt sich aus (1): 


a—_ 40,47 =pdl=zaT, (19) 
und aus (2): 
dw + 12dp + "SF 1=0. (20) 


Durch Integration von (20) wird zunachst allgemein: 
l 
[wat = — 74 fo, —wy + OF (p— pr}. (20a) 
0 


Die GroBe 6 mu8, wie im folgenden gezeigt wird, an der Stelle des Rohres, wo die 
Schallgeschwindigkeit in stetiger Weise durchschritten werden soll, einen bestimmten 
und zwar negativen Wert annehmen. 


i d 
Nach der Energiegleichung (19) ist mit dT’ = sid (pdw+wdp) und ar = 


Te 
sowle “7 = %, 


paa(4 + ae) + “Bee. en) 
Nun ist p = oe und nach (20): 
A 
Damit. wird: ; 
LW. Cy FO Aw Cpe \ Gf F.G.0 w 
PEG cal g ey \(s + 3a): (23) 
Im besonderen wird fiir die Schallgeschwindigkeit w,: 
Ws" 
sila gx R 
und ; 
an S&nfe Spf OQ Cp Ws 
B= w{ @ Ron aee ae (24) 
bzw. 
s Oph T's 
ie demate aa nee Be (26) 


Gl. (25) gilt, wie spater gezeigt wird, nur fiir endliche Werte von @ = dp/dl, das 
heiBt bei schrager oder auch waagrechter, aber nicht senkrechter Tangente an die 
p-iiber-l-Kurve. 

Fir den reversiblen (reibungslosen) Fall I ist 2 = 0 und daher, wie auch im Ab- 
schnitt (I) bereits abgeleitet, 68, = 0. Fir die reibungsbehaftete Stromung hingegen 
ist 6 fir stetigen Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit (also den Verdichtungs- 
stoB ausgenommen) nach (25) negativ und nur von w, und einer Konstanten abhangig, 
wie auch K. Weinlich? fiir den Sonderfall 2 festgestellt hat. Oder mit anderen 
Worten: 

Die Schallgeschwindigkeit kann stetig nur bei Kiihlung durchschritten werden. 
Will man demnach von Unterschall zu Uberschall gelangen (wobei also Ver- 
dichtungsst6Be auBer Betrachtung bleiben kénnen), so muf das Rohr schon vor 
Durchschreitung von w, gekiihlt werden. 


2 K. Weinlich: Gasstrémung im Rohr mit Reibung und Warmeaustausch. M. u. W. 61 
(1951). 
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Auf Grund der in Abschnitt I erwahnten Analogie wiirde die Schallgeschwindigkeit 
bei der reibungsbehafteten Laval-Diise nicht im engsten Querschnitt, sondern 
erst nachher (also im Erweiterungsteil) auftreten, was auch zutrifft. 

Die Schallgeschwindigkeit mu8 auch dann auftreten, wenn die w-iiber-l-Kurve 
eine senkrechte Tangente hat, also bei stoBartiger oder sprunghafter Anderung von w 
uber 1. Beweis: Gl. (19) laBt sich auch schreiben: 


Aw Cyf dp\ 2d 
a t+ Gel? +” ae) =F ae fe 
Ferner ist nach (20): 
dp —s- G@wh / dl G 
be aga aa (27) 
Mit « = co bzw. a =0 wird schlieBlich nach (27): 
dp G 
dw fg 
und nach (26): 
eich Oa pCa yi 
g + aR? w7q) =o 
f Pe Se 
erher mit p = joo 
Aw pd b Cy W 
ay ee 


baw. 3 (AR—c,) =e, T oder w*@= RgxT. 


Gleichzeitig mit — =c« muB wegen (20) auch = =o unendlich gro8 werden. 


Nach (24) ist dann 8 = co — oo, das heiBt unbestimmt. 8 kann also bei senkrechter 
Tangente an die w-iiber-l-Kurve (bzw. dw/dl = oo), das hei8t beim Verdichtungs- 
stoB oder auch bei bloBer Erreichung von w, jeden beliebigen Wert (positiv oder 
negativ, auBer co), daher auch den Wert Null (adiabatische Strémung) annehmen, 
wie. bereits beim reversiblen Fall J erwahnt und erértert wurde. 


« = co bildet nach obigem zwar eine hinreichende, aber nicht notwendige Be- 
dingung fiir das Auftreten von w,. Gl. (25) 14Bt sich auch anders herleiten: Setzt 
man namlich in (19): 

nu ty 
dT = ap (p dw + wdp) 
und nach (20): 


widl\ G 
dp = (dw + od Tee 
ein, so ergibt sich die allgemein giiltige Beziehung: 
B+ Cy WA 
ae 2k gd _ (B+B)R (28) 
CLF Wale Sik a 4 ‘2 (fp _ ©) Teh gp ae 0 
g E\ G g G g 


(28) ist fiir den reversiblen Fall I (A = 0) mit (11b) identisch. Fir allmahliche oder 
stetige Durchschreitung von w, (« = dw/dl = endlich) wird der Nenner wieder Null 


und daher: 2 . 
= 9 po ps Se ay ied 
pe 2Rgd Dal” 


was identisch mit (25) ist. 


Der Nenner von (28) wird bei Unterschall positiv, bei Uberschall dagegen negativ, 
wie im Anschlu8 an Gl. (11b) bereits erwahnt wurde. 
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Aus (28) laBt sich folgende Regel ableiten: Bei Heizung (6 > 0) nimmt w bei 
Unter- bzw. Uberschall mit zunehmender Rohrlinge zu bzw. ab. 

Bei Kihlung und f < #’ bleibt [wegen (f + f’) > 0] die vorhin genannte Be- 
ziehung bestehen, wahrend bei Kiihlung und £ > f’ das umgekehrte der Fall ist.“ 

Im p-w-Diagramm der reibungsbehafteten Strémung aft sich der Verlauf von 


ped can 

is Gerke (29) 
ganz einfach durch eine Parabel zur Darstellung bringen. Fur den in Abb. 1 ge- 
zeichneten p,-Strahl ist B, = — 6’, daher Zahler und Nenner in (28) gleich Null oder 


x —dw/dl eine unbestimmte Gré8e. Der p,-Strahl kann jedoch, wie spater (unter IT) 
gezeigt wird, nur in Richtung abnehmender Geschwindigkeit (dw/dl < 0) durchlaufen 
werden. ; 

Das Verhalten der Entropie des strémenden Gases ergibt sich, wie folgt: Zu- 
nachst ist die dem Gas im ganzen'zukommende Warme: 


dq = dqq + 44, 
wenn die Reibungswirme bzw. die Rohrreibungsarbeit je kg Gas mit 
Aw? idl 
jee gids 2 (30) 
bezeichnet wird. Damit ist allgemein: 
dq = dl {p +=" A\ (30a) 
29d 


oder beim stetigen Durchschreiten von w, (@ + oo) wegen (25) und A = (c, — ¢,)/R: 


Were, 
dq). = — (S54). (30 b) 
Fur obigen Fall ergibt sich dann die Entropiednderung zu: 
eli Op ans (gw PAG Ae 
es ee Gy 
A ( ds Adds 
EP! Nidha) etine 2R 


Beim allmahlichen (stetigen) Durchschreiten von w, mu8 also die Entropie mit 
zunehmender Rohrlange auf jeden Fall (schon wegen der erforderlichen Kiihlung) 
abnehmen. 

Die Neigung der Tangente an die 7'-Kurve im 7-s-Diagramm ergibt sich allgemein 
aus (30a) zu: 


Aw 

ds ° dq _ (8+ agate dl 

dT ~~ Tat — T aa ie 
dw 


Fir den VerdichtungsstoB8 ist z. B. « =-7- =oo und daher nach (19) (da w 


und £ endlich bleiben) auch dT'/dl = co bzw. di/dT = 0. Ware der Verdichtungssto8 
ein verlustloser, das hei®t reversibler Vorgang, dann ware nach (32) auch ds/dT = 0, 
die 7 tiber S-Kurve hatte im Moment des Stokes eine senkrechte Tangente®. In 
Wirklichkeit kommt aber auf er dq, und dq, (die beide fiir den StoBvorgang gleich 


Null sind) noch eine dritte Warme (q¢,) bzw. Entropiezunahme (\ dq,./T’) in Betracht, 
so daB ds/dT’ > 0 ist. 
Fir den Fall der allmahlichen Uberschreitung von w, erhailt man nach (31): 


Pee al 
ry: ia 


(32 a) 


3 R. J. Focke: Beitrag zur Thermodynamik strémender Gase. Forschg. Ing.-Wes. 43 
: ; 2 . 483—50 
(1950) oder Auszug daraus in Z. VDI 46 (1951) von A. Frerichs. f : 
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dl . 
ap wird z. B. aus (19): 


dl 1 [Aw (dw 
ar = @ |g (ar) + %|> oe 
wobei der Quotient ( 4 aus der spater abgeleiteten Gl. (36a) entnommen werden 


kann. Da fiir den obigen Fall d7/dl + oo ist, wird die Tangente an die 7-Kurve 
im T'-S-Diagramm schrig bzw. geneigt verlaufen. Weitere, fiir die reibungsbehaftete 
Rohrstrémung allgemein giiltige Beziehungen sind: 


Durch Eliminieren von dl aus (19) und (20) ergibt sich mit 
aT =d(p»)[R = = d(p w) = 4hg (p dw + wdp) 
die Differentialgleichung: 


fg wh (Awdw fe Le 
und daraus: 
ap _ _ (ARGIw? + Afepgp-w+2RGghd) (34 a) 
ip ae fg(2QRgbd+ic, w?) 
oder mit a A ee 
dp ____——«RG(AAw* + depg T+ 2984) (34 b) 
dw fg(2RgBbd+ic,w*) 


Fir den reibungslosen Fall (I) ist 4 = 0 und Ge =— ~ was mit (7) identisch ist. 
Eine Beziehung zwischen J’ und w wird erhalten, wenn man in der Impuls- 
gleichung (20) den Druck p durch die Temperatur T ersetzt. Mit 


(oR Foor (wal — T dw) 


wird: 
nae 


I wdT — T dw) + 40; (35) 


Eliminiert man dl aus (35) sd (19), so ergibt neh a Differentialgleichung : 


ER A d 
dw + <3 (wa —T dw) + Sap ae Paelinaivs aT| = (36) 
und daraus: 
w* w 
ay 2 Td Ahi — 2" Bd Aa 
dw whe 
2k pd + ——*# 
w ( Meshes 
Fiir das warmeisolierte Rohr (adiabatische Stromung) bzw. 6 = 0 ist nach (36 a): 
dT Aw 
dw Sage a (36 b) 


wie auch unmittelbar aus (19) hervorgeht. 


Nach (27) ist: : 
dw Ww 1 
fee 0 | Gi) 


; dp , 
oder mit ea aus (34b): 


dw w(2hg Bd + Acyw?) ied 2Rgbd+hc,w? (38) 
dl” 2d (Re, g T —w* ey) 24(PLee9 — wey) 


“= 
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Ferner ist nach (20): 


_ dp __ @ (wh yaw 
0 Tt + (3a +a) te?) 
und nach (19): ie 

dT 1 Aw 


AuBer w, p und 7 kommen in den Gl. (33) bis (40) noch A und B bzw. « und e 
als variable Groen vor. Um integrieren zu kénnen, mu aber die Zah] der Variablen 
z. B. in (34) oder (36) auf 2 beschrankt werden. Kine rechnerische Behandlung der 
Rohrstromung ist daher nur unter gewissen mehr oder weniger willkiirlichen An- 
nahmen, das heiBt fiir bestimmte Sonderfalle méglich: Zwei derartige Grund- 
annahmen geniigen, um die Stroémung iiber die ganze Rohrlange eindeutig festzulegen 
bzw. einen bestimmten Sonderfall zu charakterisieren. Der Gaszustand zu Beginn 
der Rohrlange, also z. B. p, T; (oder p, v; usw.) sowie w, muf natiirlich gegeben sein. 

So hat z. B. R. Stroehlen! (willkiirlich) die GréBe z = dq,/dT als gleichbleibend 
angenommen und als zweite Voraussetzung der Rechnung den Rohrreibungsbeiwert 
A = konst. gesetzt (Sonderfall 1). 

Einen anderen Weg hat K. Weinlich eingeschlagen, indem er erstens den Warme- 
entzug pro m Rohrlange, also die GréBe B, und zweitens wieder / als unveranderlich 
der Rechnung zugrunde legt (Sonderfall 2). 

Ebensogut kann man z. B. einen polytropischen Verlauf des Gaszustandes 
im Rohr als erste Annahme und als zweite wieder 4 = konst. der Ableitung zugrunde 
legen (Sonderfall 3). 

Im Falle einer frei verlegten HeiSdampf- oder HeiSluftleitung kann man naherungs- 
weise die Warmedurchgangszahl & und zweitens wieder 2 als gleichbleibend fest- 
setzen (Sonderfall 4), (wenn man nicht abschnittsweise Rechnung mit von Abschnitt 
zu Abschnitt veranderlichen Werten von f, c, und 4 bevorzugt). 

Auch ist naheliegend, einen linearen Druckverlauf bzw. Druckabfall tiber der 
Rohrlange, das heiBt Konstanz der Gré&e @ = dp/dl, und zweitens wieder 2 = konst. 
anzunehmen  (Sonderfall 5). 

Als Sonderfall (6) kame noch der lineare Temperaturabfall bzw. die Konstanz der 
GroBe « = dT /dl in Verbindung mit 2 = konst. in Frage. 

Nach Erwahnung der aus der Literatur bekannten Sonderfalle 1 und 2 sollen 
im folgenden eingehender nur die Falle 3 und 4 behandelt werden, wahrend die Falle 5 
und 6 einer spateren Verdffentlichung vorbehalten bleiben. 

Natiirlich ist eine Unzahl solcher Vorschriften fiir die Stromung im Rohr méglich 
oder denkbar. Von diesen werden aber nur wenige von praktischer Bedeutung und 
ohne zu groBen mathematischen Aufwand lésbar sein. Mehr als zwei der erwahnten 
Grundannahmen diirfen nicht gleichzeitig gemacht werden, da der Fall sonst iiber- 
bestimmt ware. 

3. Sonderfalle. 


1. Stroehlen! macht auBer 2 = konst. die Annahme, daB die von oder nach auBen 
tibertragene Warme dq, der Temperaturanderung des Gases proportional ist. Schreibt 
man: F 


so wird also z als konstante GréBe betrachtet. 
Bei reibungsbehafteter Strémung liegt aber trotz dieser bekannten Formel kein 
polytropischer Verlauf des Gaszustandes vor, da fiir die Polytrope 
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ist. Nur fiir den reversiblen Fall (I) wiirde wegen (dg, = 0) die Gro&e m einen echten 
polytropischen Exponenten bedeuten. 

Zu weitgehend ist, wenn in der Arbeit! gesagt wird, da die dortige Gl. (13) die 
allgemeinste Lésung der reibungsbehafteten Rohrstrémung darstellt, da die Annahme 
z = konst. bereits eine Einschrankung bedeutet. Eine Variationsméglichkeit liegt 
allerdings darin, daB z Werte von Null bis oo annehmen kann. Die Bezeichnung 
» polytropische Warmezufuhr“ ist jedoch insoferne irrefiihrend, als es sich im Falle 
der reibungsbehafteten Stromung (und nur diese kommt bei z = konst. in Frage) 
eben nicht um eine polytropische Zustandsanderung des Gases handelt. 

Aus diesem Grunde wurden hier zur Unterscheidung andere Bezeichnungen als 
fiir die Polytrope tiblich, namlich z statt c und m statt verwendet. In einem einzigen 
Falle ist jedoch die Annahme z = konst. mit einer echten ‘Polytrope (nach der 
Gleichung p vw” = konst.) identisch, namlich: 

1. Fiir die isothermische Zustandsinderung des Gases (7', = konst.), weil dann z 
und c wegen dT’ —.0 gleichzeitig oo wird. 

2. Im reversiblen Fall I ist zwar c wegen dg, = 0 auch gleich z = dq,/dT. Mit 
der reibungslosen Strémung ist aber weder Sonderfall 1 noch die echte Polytrope 
(Sonderfall 3) vereinbar. | 

3. Fiir den VerdichtungsstoB, also fiir sprunghafte. Anderung der Temperatur 
oder dT'/dl = co baw. dl/dT = 0, ist zwar nach (30) 

dq, Aw A/ dl 

at Sad (a7) = ©. 
Gleichzeitig ist aber auch dq,/dT = z = 0, da fiir den Warmedurchgang wegen der 
értlichen Begrenztheit des Vorganges (dl = 0) keine Heizfliche zur Verfiigung steht. 
Damit wire auch c = 0 und ebenso ds = 0. Die Adiabate (Sonderfall 1b) ware mit 
der Isentrope (Sonderfall 3e) identisch. 

Da aber der Verdichtungssto8 (offenbar wegen Warmeleitung) kein verlustfreier 
Vorgang, sondern mit Entropievermehrung verbunden ist, so ist eine weitere Verlust- 
wirme (q,) in Rechnung zu stellen und As = | dg,/T’ ist > 0. 

z ist jedenfalls = 0, das heif®t konstant (Sonderfall 1), wahrend fiir die echte 
Polytrope c = dq,/dT' + 0 zu setzen ware. 

Ein verlustfreier VerdichtungsstoB ist ebenso wie die reversible Strémung (Fall I) 
praktisch nicht méglich, aber vorstellbar. Durch Vergleich mit dem idealen Vorgang 
1aBt sich ein ,,Wirkungsgrad‘‘ des StoBes definieren. Um eine Polytrope wurde es 
sich beim VerdichtungsstoB nur dann handeln, wenn ¢ = dq,/dT wahrend des 
StoBes gleichbleiben wiirde. 


Mit dq, = 2dT wird nach (19): 
Aw dw 


=dT (z2—C,), (41) 


oder bei z = konst. integriert: 


7 (we? — w,”) = (T, — T,) (2 — &y), 


bzw. 
_ A (w,’) AO (41a) 


oh —¢,) 2G eS Gy) 


Nach (41a) ist die Anderung der kinetischen Energie (fiir z = konst.) proportional 
der Temperaturdifferenz. Nach (35) und mit dT aus (41) wird: 


dw gR{ Awdw mp dw Ad _ 49 
w a we Haas 2 W b+ 2d 0. (42) 
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Mit 7 = TICE |, aus (41a) ergibt sich weiter fiir konstantes 2: 
D ; 

dw Adw Aw? ) 1-3 43 

Wis iraeelag eer Fa) of 2d" ay) 


Nach Integration und Umformung erhalt man fiir die Rohrlange 1: 


j= Hes AE )nt + wali —a ABS) (a— a} 0 


(2— Cy) ~ 2g(e—e,)/\ uF wi? 
und mit z= ay baw. (2 —¢,) = — my : 
PES eRe deat 
Speziell wird fiir die Isotherme (m = 1, Sonderfall la): 
1=—$-{2In wt +gRT, (ar —as)}. (43) 


Diese beiden letzteren Gl. (43b) und (43c) sind mit Gl. (13) und (14) des Aufsatzes 
von Stroehlen! identisch. 
Aus (19) erhalt man fiir konstantes z: 


A 
29 (w2?— wy?) = = (D2 We — Pi Wy) (2 — Cp). (44) 
l 
Um |wdi = w-1 zu erhalten, kann man aus (44) p, ausrechnen und das Ergebnis 


0 
in (20a) einsetzen. Mit J nach (43c) laBt sich dann auch w bestimmen. 

Mit f ist die GréBe z durch folgende Beziehung verkniipft: 
uj id”, naaed,, Midis, dls 

a dapat) a al ad aac ee, 

lb. Fiir die adiabatische Strémung (warmedichtes Rohr) ist 6 und nach (45) 
(e = dT /dl + oo vorausgesetzt) auch z = 0 bzw. m = x und die erforderliche Rohr- 
lange wird aus (43b) mit m = x erhalten*. Dabei handelt es sich aber nicht um 
eine polytropische Zustandsanderung des Gases (etwa nach der Beziehung 
pw" = konst.), da fiir eine solche 


wdp +pnw"—!-dw=0 (46) 
oder 
dp 
Weta Boe ee (268) 


4 Im Aufsatz von H. Baer® wird ebenfalls eine Formel zur Bestimmung der Rohrlinge bei 
adiabatischer Strémung abgeleitet, die aber mit (43b und m = x) nicht tbereinstimmt. Die 


Ursache liegt darin, da Baer den durch Rohrreibung verursachten Druckverlust (im vorliegenden 
2 


? w l : : 
Aufsatz mit Ap’ = — aro, A Fi bezeichnet) der gesamten, in der Rohrleitung auftretenden 


Druckdifferenz Ap gleichsetzt, das hei®t die durch zunehmende Geschwindigkeit im Rohr ver- 
ursachte Druckabnahme vernachlassigt. 

Streng richtig ware Formel (12) und (16) des Aufsatzes® also nur fir gleichbleibende Ge- 
schwindigkeit, die aber im warmedichten Rohr reibungslose bzw. reversible Strémung (A = 0) 
voraussetzen wiirde. 

Man kann natiirlich eine isochore Strémung (w = konst.) auch bei Bericksichtigung der 
Rohrreibung verwirklichen (s. Sonderfall 3e bzw. Abb. 6). Nur mu8 das Rohr in diesem Falle 
gleichmaBig gekiihlt werden (f = — f’ = konst.), so da keine Adiabate mehr vorliegt. 


° H. Baer: Druckabfall und Zustandsanderung in langen Gas- und Dampfleitungen. Forschg. 
Ing.-Wes. Nr. 3, 79 (1949/50). 
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- sein miBte. Fir 6 = 0 wird hingegen nach (34a): 
dp aieeds » | 

dw feyg wy)? 
was vom zuerst erhaltenen Ausdruck (46a) verschieden ist. 
Da die adiabatische Stromung keine polytropische ist, 14Bt sich auch wie folgt 
zeigen: Fir das warmedichte Rohr ist z = dq,/dT = 0 = konst., wahrend c = 


= (dq, + dq,)/dT im allgemeinen variabel und verschieden von Null ist. Mit (30) 
wird: 


(47) 


Aw? / dl 
i Te epaetal 
Nun ist nach (40) fiir 8 = 0: 
; al Cp'g ( al 
aT ~ Aw (=) 


und nach (38) mit 6 = 0: 


dl 2d (Pipe 2 ee) 
Ba oy Go, we : 
Demnach wird: 


ie AG w 
oder mit p aus (47d): 
0. G 
feng ay 2. (Cp + Cy) 
eV 1G 


Der Zahler dieses Bruches wird z. B. nach (28) nur fir die Schallgeschwindigkeit 
gleich Null, bei Unterschall aber positiv und bei Uberschall <0; im allgemeinen ist 
daher c verschieden von Null und keineswegs konstant. 


Nach (45) ist 


dbz 
a Te 
und daher 
Aw h 
=z (1+ Soar (47a) 


Nach (47 a) 14Bt sich aber c fiir die Adiabate nicht ermitteln, da sich fiir ge = 0 und 
z =0 ein unbestimmter Wert ergibt. 
Bei der adiabatischen Strémung ist ferner nach (47): 


ARG 
d(pw) = — a wdw, (47 b) 
oder integriert: fe 
RG 
|e ee ore a . ; (47) 
oder ova 
pwt eile = konst..== C,, (47d) 
oder 
a Oe ARG 
Pahoa 


Aus (43) oder (28) ergibt sich fir 1 = 0 (welche Aussage mit z = 0 tibereinstimmt, 
wenn dl/d7 nicht unendlich wird, wie z. B. bei der Isotherme): 


a pb R 
os 
vote aD f iz eens wie 
~~ g 


eet 


(48) 


Ingenieur-Archiv V, 4. 24 
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Da f’ immer positiv ist, so kann fiir die Adiabate w mit zunehmendem / im Unter- . 
schalibereich (Nenner positiv) nur zu- und im Uberschallbereich (unterhalb der 
p,-Geraden) nur abnehmen. Ein Durchschreiten von w, ist daher in keiner Richtung 
(auch nicht durch Verdichtungssto8) méglich (Abb. 2). Hin Verfahren zur Konstruk- 
tion der Adiabate ist im Aufsatz von H. Baer® angegeben. 

Die im Rohr auftretende Schallgeschwindigkeit erhalt man aus (41a), wenn 
T, = w2lg x R gesetzt wird, allgemein fiir 2 = konst.: 


z — T,(@—¢y) 
As 
29 gx Rk (49) 
: Speziell fiir die Adiabate ergibt sich 
die aus (49) wegen z= B-dl/dT mit 
ol 6 =0 und dljdT = 0 (oder end- 
P| lich): 
; | 
| 


w," 
Lary w |) 2 ee 
\ 71th my 500 "sek tes (Cp + Cy) rae 


| (49 a) 
Ko Aw? 

; (Die GroBe age + 7, wird von 
N Baer® als ,,Ruhetemperatur“ be- 
zeichnet.) 

Diese Schallgeschwindigkeit: 
kann zwar erreicht, aber, wie er- 
wahnt (ohne Kiihlung), in keiner 
Richtung weder allmahlich [da in 
diesem Falle wegen (25) auch 

Sai: w, = 0 sein mtiBte] noch sprung- 
2 Serres ee wow waft durchschritten werden, da 
ee sek —~ letzteres wegen des Durchlaufungs- 
Abb. 2. Adiabatische Strémung im p-w-Diagramm sinnes (s. Abb. 2) nicht méglich ist. 

(RasOy Aus obigen Griinden kann w, nur 
am Ende des Rohres auftreten. 
Das Verhalten der Entropie fiir die Adiabate an dieser Stelle ergibt sich wie folgt: 

Der Nenner von (48) wird fiir w, gleich Null und daher dw/dl = oo, das heiBt die 
w-tiber-l-Kurve hat bei w, eine senkrechte Tangente. Nach (40) wird also 
dT /dl = — co und nach der allgemein giiltigen Beziehung (32): ds/dT = 0, das 
heiBt die Fanno-Kurve (fiir die Adiabate) hat im 7-s-Diagramm bei w, (also am 
Ende des Rohres) eine senkrechte Tangente®. 

Fir adiabatische und reibungslose Strémung ist nach (28) wegen 2 =0 und 
B = 0 auch « = dw/dl = 0. Ferner ist nach (39) auch dp/dl = 0, das heiBt die Ge- 
schwindigkeit und der Gaszustand bleibt bei einer solchen Strémung unverandert 
erhalten. 

Es ist noch zu untersuchen, ob die Annahme z = konst. auch fiir den reversiblen 
Fall I getroffen werden kann (wie dies Stroehlen! getan hat). Nach (41a) ware: 


A w? 
~ Bgesoy Fo 


A 


kp 
B Pina 
LUG 


eee te ing 2s W,= + 
(-) 


| 
| 
| 
| 
| 
I 
| 


. ee oe 
oder mit 7’ = “RG: 


ae Aw 44) 


PF \2g@—e) ' w Bh 
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Anderseits mu} aber fiir 2 = 0 nach (8) folgende lineare Beziehung zwischen p 
und w bestehen: p = OC, — 7 w mit C, = p, + a W,=p, + Mw,. Der Druck p 
ist sonach im p-w-Diagramm (Abb. 1) durch eine nach rechts abfallende Gerade 
dargestellt. 

Man ersieht, daB die Beziehung (49b) bzw. die Vorschreibung z oder auch 
m = konst. mit (8) nicht vereinbar ist, da sich nach (49b) ein gekriimmter Verlauf 
von p tiber w ergeben wiirde. 

Offenbar durch ein Ubersehen dieses Umstandes wurden in der Arbeit! Formeln 
fiir eine verlustlose Stroémung, bei welcher m konstant sein soll, erwihnt bzw. ab- 
geleitet [s. z. B. die dortige Gl. (8)]. Eine solche Festlegung wiirde namlich, wie schon 
bei I erwahnt, eine Uberbestimmung des Verlaufes von p iiber w bedeuten. 

Bereits hier sei erwaihnt, da natiirlich auch die Annahme einer echten poly- 
tropischen Zustandsinderung (Sonderfall 3) mit verlustfreier Stromung bzw. mit (8) 
nicht vertraglich ist. Die reversible Stromung wurde daher getrennt von den iibrigen 
Sonderfallen gleich zu Beginn der ‘Arbeit unter I behandelt. 

Fir den Versuch von J. Jung® lautet z. B. mit p, = 23210 kp/m?, w, = 410 m/sec. 
und G/f = 210 Gl. (8): p = 31980 — 21:4, also z. B. fiir w = 200 m/sec., p = 
= 27710 kp/m? (s. auch Abb. 8). 


Sonderfall 2. K. Weinlich? setzt in seiner Arbeit gleichbleibende Warmezu- 
oder -abfuhr je Meter Rohrlange, also konstantes f, und zweitens 4 = konst. voraus. 
Dieser Fall ware verwirklicht, wenn z. B. ein gasdurchstrémtes Rohr durch eine 
gleichmaBig aufgebrachte Wicklung eines Widerstandsdrahtes (gleiche Windungs- 
zahl ie m Rohrlange) elektrisch beheizt wiirde. Auf eine frei verlaufende Heifluft- 
leitung oder dergleichen laBt sich eine solche Annahme natirlich nur abschnitts- 
weise (nicht fiir die ganze Lange) anwenden, da f in diesem Fall betrachtlich abnimmt. 

Nach Gl. (19) ist allgemein: 


—— =i Ie (pdw + wdp) = pdl. (50) 
Integriert liefert (50) fiir 6 = konst.: 
A 2___ ay 2 : 
a B = aa 25 ana (Pz W2— Pi %)|; (51) 


was mit Gl. (16) des betreffenden Aufsatzes? iibereinstimmt. 

Stetig kann die Schallgeschwindigkeit nur bei der nach (25) bestimmten 
Kiihlung, das hei®t bei w = w,, = konst., also bei gleichbleibender Geschwindig- 
keit (in der Arbeit? als Grenzgeschwindigkeit wg bezeichnet) durchschritten werden 
(Sonderfall 2a, Strémung bei konstanter Geschwindigkeit). Beidp/dl = oo (Verdichtungs- 
sto8) kénnten aber, wie frither gezeigt, auch Schallgeschwindigkeiten von beliebiger 
GréBe auftreten. 

In der Arbeit von K. Weinlich? wird auf den Versuch von J. Jung® (Gasstrémung 
in einem wassergekiihlten Rohr) Bezug genommen, bei welchem jedoch die GroBe 8, 
das heiBt die pro Langeneinheit entzogene Warme, mit wachsendem / stark ab- 
genommen hat. Die Annahme f = konst. ist also fiir diesen Versuch nicht zutreffend. 
Gl. (51) kann daher nur bei Anwendung auf kurze, z. B. 0°5m lange Rohrstiicke 
(fiir die man f naherungsweise als konstant betrachten kann) ein richtiges Ergebnis 
liefern. Man hat also das Rohr in entsprechend kurze Abschnitte einzuteilen und 
schrittweise vorzugehen, um ein richtiges, das heiBt den Versuchswerten ent- 
sprechendes Endresultat zu erhalten. 

6 J. Jung: Warmetibergang und Reibungswiderstand bei Gasstrémung in Rohren. VDI- 


Forsch.-Heft 380, Berlin 1936. 
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Beim schrittweisen Verfahren geniigt es aber, wie eingangs erwahnt, einfach 
w = (w, + w,)/2 zu setzen und nach (11) zu rechnen, oder einen anderen der hier 
erwahnten Sonderfalle zugrunde zu legen. Fiir die Adiabate, die wegen 6 = 0 = konst. 
ebenfalls zum Sonderfall 2 zu rechnen ist, 14Bt sich indessen aus (51) die Rohrlange 
nicht finden, da gleichzeitig mit 6 nach (47¢) auch der Klammerausdruck Null und / 
daher unbestimmt wird. 


Fir die adiabatische Stromung (Sonderfall 2b) wird von K. Weinlich die Formel 


baS(F By M1) Se) 4 Ath (52) 


x“ Ww 


A 


angegeben, die mit (43b) iden- 
tisch ist. 


Wegen £ = konst. kann die 
_Schallgeschwindigkeit nur an einer 
einzigen Stelle, namlich bei 


—2kgp,d 
Wy = |/ ——— == kat. 
/ Cy A 


stetig durchschritten werden. Hier- 
bei muB 6 = — f’ sein (Schnitt- 
punkt der #’-Parabel mit der f- 
Geraden, Abb. 3). Bei Heizung ist 
nach Abb. 3 ein Durchschreiten von 
w, tiberhaupt nicht méglich, da 
sich die + 6-Gerade mit der f’- 
Parabel nicht schneidet. Bei Kiih- 
lung gibt es dagegen zwei Méglich- 
keiten, w, stetig zu durchschreiten, 
. namlich 1. bei w = wg = konst. von 
Unterschall zu Uberschall, und 2. bei 
einem bestimmten Anfangszustand 
FON. ete aaa ele nau reece al eee » ven Uberschall zu Unterschall. 


Abb. 3. Strémung mit konstanter Kihlung bzw. 


Hei i -w-Di = konst.). ‘ 
aaiee oe ‘e pi eer et aaa ) polytropischen Verlauf des Gas- 
— Heizung 6 (+), Kuhlung 8(—). gustandes im Rohr voraus, ent- 
d=001m | B= 10keal/kgm | G/f=100kg/sm?  sprechend der Gl. (46): 
R = 29°3m kp/kg - Grad | ime 
C, = 0°24 keal/kg °C | A = 0:0213 | w@ = 106 m/sec. 


Sonderfall 3. Setzt man einen 


pw, = konst. 


und betrachtet zweitens den Rohr- 
reibungsbeiwert A wieder als unverinderlich, so gilt fiir die spezifische Warme lings 
der Polytrope: 


an Nn —x* 
ag ia ee) 
d d Aw? / dl 
_— Wat Wr Ww 
erie emai Aer e eval (53) 


wobei m nunmehr (im Gegensatz zu m in Sonderfall 1) auch fiir die reibungsbehaftete 
Stroémung einen echten polytropischen Exponenten darstellt, der nun ebenso wie c 
als unveranderlich betrachtet wird. 
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Je nach der Wahl von n bzw. ¢ ergeben sich nun verschiedene Méglichkeiten, 
von denen im folgenden sechs charakteristische naher behandelt werden sollen. So 
ist z. B. fiir die isentropische Rohrstromung mit Reibung (Fall 3e) dq = dq, + dq, = 0, 
daher c= 0 und n= x. Fiir die isothermische Strémung hingegen (Fall 3a) ist c 
ebenso wie m (in Sonderfall 1a) = oo und die von Stroehlen! hierfiir abgeleitete Be- 
ziehung [Gl. (14) seiner Arbeit] auch aus Sonderfall 3a zu gewinnen. 


Zunachst gilt allgemein fiir die polytropische Reibungsstrémung: 
Nach (20) wird: 


d dp \ 2d 
d= — (“2 4 9%) i 
: — nkst dw ez 
bzw. mit dp = —,35 
w 
_ 2d (fgnkst dw dw 
a= =. ( a ) (55) 
oder 
Ae 1 A Gurt2 
dl ~ 2d / fgnkst = 1) ~— 24 (fgnkst—Gw*t})° e853) 
Gut 2 w 


Fiir beliebige Exponenten n ergibt die Integration von (55): 
2d { fgnkst I 1 Wy 
ay Pena an Lake elo oe a) 


wobei die Konstante kst = p,w,” oder p,w,” gesetzt werden kann. Damit laBt 
sich auch schreiben: 


— 


2d{_fgn (Pp p w 

Teme (iy) tl Ga) 
Aus (56) ergibt sich der Verlauf der Geschwindigkeit iiber der Rohrlainge. Damit 
ist der Strémungsverlauf, also auch der Verlauf des Druckes, der Temperatur, der 
GréBe B und die Lage und GréBe der Schallgeschwindigkeit bereits festgelegt. So 
ist z. B. wegen (pw) w"—1 = kst: 


if f kst 
t= pq PO) Sa eat (57) 
und 
fkst(~—1)dw __ fp (n— 1) dw 
eT =—- RG w sa alg « “elane 2a baer (57a) 
Daher ergibt sich 8 in einfacher Weise nach (19) aus: 
dj, pp. fAw Cy f kst (nm —1)] dw 
dl =p=| gre a RGw" la oe) 
oder aus ae é 
dw | Aw f¢p(n—1) _ dw WC (n — 1) 
va le, Seer ?| es a ae mya oa 
wenn der Quotient dw/dl z. B. aus (55a) entnommen wird. 
Hingegen l4Bt sich die Warme q, aus (58) allein wie folgt finden: 
l 
pn [pin At ft 40 oss 
0 
mm Aw? j hst 
‘ w c 8 Qn) 
(=—{ oq a RG ci \ 
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Die im Rohr auftretende, stetig durchschreitbare Schallgeschwindigkeit (@ + oo) 
ergibt sich nach (57) aus der Beziehung: 
Won” f kst f 


— § — — 
te dal RG@wirah, BE eS 


ZW: 

1 1 

wy = (4 kst g x)**" = (Ep, wrgx)?*". (59) 

Fir dp/dl = 0 = co (vertikale Tangente an die p-iiber-J-Kurve, VerdichtungsstoB) 
kann jedoch w,, wie friiher gezeigt wurde, beliebige Werte annehmen. 


Bestimmung des Exponenten n. 


n laBt sich ermitteln, wenn zwei Wertepaare von p und w (oder 7 und w) usw. 
gegeben sind. » kann aber auch an beliebiger Stelle einer Stromung aus zusammen- 
gehorigen Werten von p, w (oder 7’), 6 und A wie folgt berechnet werden: 

Nach (46a) ist n = — = (3) bzw. mit (34a): 

w (ARGAw*+Afe,g(pw)+2RGBqd) 
p fg(2RgBd+ re, w?) . 


Die langs der Polytrope zuzufiihrende Warme ergibt sich (fiir alle n) zu: 

egg 0G Aw?\ dl 
dT =(8 r Titan: 

Aus (61) la8t sich bei Beniitzung von (53) der Quotient dl/d7T’ berechnen, wenn 

und f gegeben ist. 


C 


(61) 


Fir den p,-Strahl (Sonderfall 3e) ist z. B. n = — 1, daher c = c, (x + 1)/2, ferner 
nach (30b): 
wede, ( dl 
eae 2kgd ae 


Mit w2= gx RT, wird also: 


(+7) pian deh oes 7 
ACL ea come 


Dasselbe Ergebnis wird auch durch Differenzieren der spateren Gl. (70b) erhalten. 
Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, da8 die Temperatur (auf der p,-Geraden) 
mit wachsender Rohrlange nur abnehmen kann. 

Kine Variationsméglichkeit von Sonderfall 3 liegt darin, da8 der Exponent n 
Werte von — oo tiber 0, 1, x bis + co annehmen kann. Im folgenden werden sechs 
spezielle Falle (3a bis 3f) naher erortert. 


3a. Isothermische Strémung. Fir n = 1 ist nach (55): 


_ 2d /fgkst dw dw 
di = =8 (Lf aoa (62) 
Nach Integration wird: 
_ __ 2d /fgkonst. { 1 1 w 
ue A ( 24 (we — wa} + nt) (62a) 
und 
ages eae —2d [fgkst (1 1 
L=\edl= ae ihe _ 
al : | G C = ls w)| (62b) 


= d (w,—w,) { — £1 
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Setzt man letzteren Ausdruck fiir wl in Gl. (18) ein, so wird nach kurzer Rechnung 
w, = kT, x, das heiBt der Ausdruck vor der Wurzel bedeutet die zu T= konst: 
gehorige Schallgeschwindigkeit. wore 


Fiir die Isotherme ist wegen n = 1 die Konstante kst = p w= RT Gf. Gl. (62a) 
ist daher mit (43c) (Sonderfall 1a) identisch, was auch deshalb der Fall sein muB, 
weil fiir 7’, = konst. sowohl z = dq,/dT als auch c = (dq, + dq,)/dT unendlich groB 
bzw. 1/2 = l/c wird. 

Die GréBe B, das ist das Ausma8 der Kiihlung oder Heizung, betragt fiir die 
isothermische Strémung nach _ Gl. (58) 
und (55a) 

AAGwt 


P= 39d aru, Gut 

Ob 6 zu Beginn der Stromung (/ = 0) 

positiv (Heizung) oder negativ (Kiihlung) 

ist, hangt vom Klammerausdruck im 

Nenner von (63) bzw. davon ab, ob 

f9gpi5Guw, ist. Da fiir die Isotherme 
(n = 1) 


(63) 


dp 
dw 
ist, das heiBt die Geschwindigkeit mit 
sinkendem Druck zunimmt, so wird im 
ersten Fall der Klammerausdruck (bei 
w=j/gRT,) zunaichst Null, daher 
Bb = + co, dann — co, um im weiteren 
Verlauf wieder endliche, aber negative 
Werte (Kiihlung) anzunehmen. Im zweiten 
Fall (fg p, <Gw,) kann f itiberhaupt 
nur negative Werte annehmen (Abb. 4). 
Im ersten Fall (Klammerausdruck > 0) 
ist nach (58a): Abb. 4. p-w-Diagramm einer isothermischen 
p= Le (=); Strémung (7 = konst.). 
eG 

die Isotherme kann daher wegen 6 > 0 (Heizung) nur in Richtung zunehmender 

Geschwindigkeit durchlaufen werden. 


re 
w 


Im zweiten Fall (Klammerausdruck < 0) bzw. (Kiihlung) nimmt die Geschwindig- 
keit nach (58a) mit zunehmender Rohrlange ab und die Isotherme kann nur in 
Richtung abnehmender Geschwindigkeit durchlaufen werden. 


Der Umschlag von Heizung zu Kiihlung erfolgt bei w = /g R 7, also bei einer 
Geschwindigkeit, die kleiner als die zur Isotherme gehoérige (daher eindeutig fest- 
gelegte) Schallgeschwindigkeit w,. = //g x RT, ist (Abb. 4). ; 

Dem p-w-Diagramm der isothermischen Strémung (Abb. 4) liegen folgende Annahmen 
zugrunde: 


w, = 100 m/sec. p, = 20000 kp/m? | Gif = 210 
d = 0°023 m A = 0°0194 | Cy = 0°274 | R = 29°45 
Damit wird: 7, = p, vw, f/R G = 323° K = konst. und nach (63): 
Aiwt w4 


p= = mbes) 
2ga(Lop.w,— wu) 9930 (93500 — w?) 
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Nach dieser Beziehung wird B: 


firw'==-100 227, 200 300 306 | 400 | 500 1000 m/sec. 
B= + 0°1205... + 3°01 + 262 + co — 38°8 / — 42 —lll 
a ee ‘ — 
Heizung Kihlung 


Die Schallgeschwindigkeit wird erreicht bei: 
We = VguxR T,=// 124300 = 353 m/sec. 


Die Gleichung der ,-Geraden lautet: 
210 
Po 87-335 - 9 81 
und die Gleichung der §’-Parabel: 


= 1l6w, 


i as Aw*Cy _ 04 u 
2Rgd 1000 * 
Der Schnittpunkt der f’-Parabel mit der f-Kurve mu8 ebenfalls die Schallgeschwindigkeit 
ergeben: ye Aa 
1000.  9930(93500 — w?) 


Desgleichen liefert der Schnittpunkt der p-iiber-w-Kurve mit dem p,-Strahl die Schallgeschwindig- 
keit. Die Gleichung der Isotherme lautet: pw = p,w, = 2-108. Fir p = 16w, gesetzt, er- 
gibt 16 w,2 = 2- 10° oder w, = //125000 = 353°5 m/sec. Diese Beziehung gilt fir die Isotherme 


fat sowie statt bes weeds 
Ws G 


oder Ws = 124800 = 353 m/sec. 


ganz allgemein. Setzt man namlich in p, = G0, 


fxg 
We =xgkT,. 


Aus Abb. 4 ist zu ersehen, da8 w, (fiir das gezeichnete Beispiel) nur von Uber- zu Unterschall 
bei abnehmender Geschwindigkeit stetig durchschritten werden kann. 


statt p, = 
so ergibt sich: 


Isobare (Sonderfall 3b). Die Strémung mit Reibung und Warmeiibertragung 
(8 + 0, A >0) kann auch bei gleichbleibendem Druck, das hei&t isobar verlaufen 
(n = 0). Dann ist nach (55a) oder (20): 
Bleue ad ea 
und daher nach (58a): Ss ae 
Aw fe eo. x—1 = 


das heiBt das Rohr mu8 gekiihlt werden, und zwar muB ue es mit steigender 
Geschwindigkeit starker werden. Nach (56) ist ferner: 


al 
b= = int “1 baw. w=wyie 24. (65) 


Aus (55a) (mit = 0) oder auch aus (65) ist ersichtlich, daB w mit zunehmender 
Rohrlange abnimmt. Die Kiihlung des Rohres mu8 sonach mit zunehmender Rohr- 
lange schwacher werden. Ferner ist nach (59) 


Ws* = Pig %, 


das heiBt die stetig durchschreitbare Schallgeschwindigkeit W,» ist fiir die isobare 
Strémung eindeutig festgelegt (Abb. 5). Setzt man in (64) 


W..2Ae 
pS a0 eae 
bestimmt also den Schnittpunkt der f- mit. der f’-Kurve, so findet 1 man: 
Wa G eae) ( 
ay Toe ae 


in Ubereinstimmung mit (59). | Per ever bo 
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Der Schnitt der p,-Geraden mit dem p,-Strahl erfolgt also immer an der Stelle 
(bzw. bei jener Geschwindigkeit w,.), wo auch die f’-Kurve von der 6-Kurve geschnitten 
wird. Im Falle (3b) ist daher ein stetiges Durchschreiten von w, (aber nur in einer 
Richtung, von Uberschall zu Unterschall) bei abnehmender Kiihlung méglich (ein 
Verdichtungssto8 bei p = konst. ist natiirlich ausgeschlossen). 


Sonderfall 3c. Isochore Strémung (s. auch Sonderfall 2a). Fir die Strémung 
bei konstanter Geschwindigkeit bzw. bei gleichbleibendem Volumen v ist nach (19) 
wegen dw = 0: 


c,dT =dq,—=Bdl baw. B =c, (<) (66) 
eee 
- 40D 200 » fo! 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


— ~ | 1 | Soe! 
o 200 400 $00 600 700 800 1000 w 
[sek 


Abb. 5. p-w-Diagramm einer isobaren Strémung Abb. 6. Strémung im Rohr mit gleichbleiben- 
im Rohr (p, = 10000 kp/m? = konst.) unter der Geschwindigkeit (Isochore, w = konst.). 
sonst gleichen Voraussetzungen wie bei Abb. 4. 


w Anderseits ist nach (20): 
B betragt nach (64): B = — 0°422 w (a5 + ‘ip G wa 
=— =konst. (67) 
0-043) oa B® _ 10.000. 1385 _ dl fg2d 
‘ oc 214 Damit ergibt sich: 
= 623 m/sec und £, = — 154 kcal/kgm. Qw.Adl 
Ue ae a + pi. (67a) 
Ferner ist fiir das ideale Gas bei v = konst.: 
Rd T 
dp = ; 
und daher 
dp _ kG (Sr) 
a fw, \ dl 
bzw. a Aes 
oe it as 68 
ue ag ia konst. (68) 
und aa 
; Be ee 68 a 
C T's Fane 2 g Rad a ts: ( ) 
(66) und (68) ergeben zusammen: 
hor a4 
te 2! LM ig eer 
diarrhoea p. 


Um also eine Stromung mit gleichbleibender Geschwindigkeit zu erhalten, mu 
das Rohr gleichmaBig (mit 6 = konst.) gekiihlt werden. Und zwar mus jene Warme 
fem Rohrlange entzogen werden, bei der auch die Schallgeschwindigkeit stetig durch- 
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schritten wird (8 = — f’) (von K. Weinlich? auch als Grenzgeschwindigkeit wg 
bezeichnet, obwohl es sich eigentlich um eine Kihlungsintensitat handelt). 

Bei der isochoren Stromung kann nach (68) die Temperatur und nach (67) der 
Druck mit zunehmender Rohrlange nur abnehmen (nicht umgekehrt). Daher kann 
die Isochore in Abb. 6 nur von oben nach unten, also von Unterschall zu Uberschall, 
durchlaufen werden, wobei auch die Schallgeschwindigkeit auf stetige Weise durch- 
schritten wird (ein Verdichtungssto8 ist ausgeschlossen). 


3d. Stromung bei Schallgeschwindigkeit. Als Polytrope mit dem Expo- 
nenten n = — 1 kann die Strémung lings des p,-Strahles bezeichnet werden. 
Die Gleichung des p,-Strahles lautet nach (10): 


eet ees 
hy gut 
Nach (55) wird mit » = — 1: 
2d (%+1)\ dw dw wn 
d= —=—(=S*)\ oder = — gap (69) 


das heiBt w kann bei zunehmender Rohrlange nur abnehmen (s. Abb. 5 und 6, wo 
der mégliche Durchlaufungssinn der p,-Geraden durch Pfeile angedeutet ist). Integriert 
liefert (69): 


2d f/x+1 w 
pes ( : int. (69a) 
Mit w, = //gx R T, 1aBt sich auch schreiben: 
_ da (x41 Jk 
l= +f : in a (69 b) 


das heiBt die Temperatur mu bei zunehmender Rohrlange (ebenso wie die Ge- 
schwindigkeit) abnehmen [aus der fiir polytropische Stromungen allgemein giiltigen 
Gl. (56) 148t sich 7 nicht berechnen, weil 
die eckige Klammer einen unbestimmten 
Ausdruck enthalt]. 


Fir den p,-Strahl ist nach (58) mit 
dw/dl nach (69): 


j c, w2A 
p=—f =— oes: 


das Rohr mu8 also gekiihlt werden und 
B mu nach der f’-Parabel z. B. in 
Abb. 2 verlaufen, das hei8t die Kiihlung 
hat mit abnehmender Geschwindigkeit 
schwacher zu werden. 


Abb. 7. Strémung im. Rohr bei konstanter 3e. Strémung bei konstanter 
Entropie. Entropie. Die isentropische Stroémung 

tg « = 0°25 | tg y = 0°347 (p w* = kst) verlauft anders als die 

B = — 0-251 p’ adiabatische und ist offenbar dadurch 


gekennzeichnet, da die entstehende 
Reibungswarme jeweils nach aufen abgeleitet wird, so da® c = dq, + dq, = 9 
bzw. dq, = — dq, ist. Damit ist auch 


ae Awth , (*—1) 
Ba egg qe ane al are (70) 
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Die erforderliche Rohrlange ergibt sich aus (56a) zu: 
_ 2d/[ fgx Dares Wy 
Rate Ceara | tinsel ap 
Die erforderliche Kiihlung des Rohres ist nach (70) durch eine zweite Parabel 
dargestellt, die sich von der f’-Parabel (im p-w-Diagramm) um: 


i Le we AC, Aw h Padyyc, 
baa 2Rgd 2gd = aE 4) 


bzw. um 
Ap= aL (72) 
2gdh 
unterscheidet und unterhalb der f’-Parabel verlauft. Wegen f+ fp’ >0 ist der 
Zahler in (28) stets positiv. Daher nimmt w mit zunehmender Rohrlange bei Unter- 
schall zu und bei Uberschall ab, wie in Abb. 7 durch Pfeile angedeutet ist. Ein Schnitt- 
punkt der f6- mit der §’-Kurve ist nicht vorhanden und ein Durchschreiten von w, 
(auch durch VerdichtungsstoB) nicht méglich. 
Bei Erreichung von w, (am Ende des Rohres) ist nach (10): 


Ds G M 


aa hn gee 
und daher nach (46a): 
dp xf SoBe M oN ay 
dw x : 


Fiir die Adiabate war hingegen nach (47): 
dp {ARM ,. M 
dw ( c + 
das hei8t die Tangentenrichtung der Isentrope fallt bei Erreichung von w, mit jener 
der Adiabate zusammen. Das Verhalten der Entropie bei w, ist sonach das gleiche 
wie fiir die Adiabate abgeleitet wurde. 


eed 


Dp 


3f. Polytropische Strémung mit negativem Exponenten <1. 


Behandelt man z. B. einen Strémungsverlauf ahnlich dem Versuch von J. Jung® und legt 
die dort angegebenen Anfangs- und Endwerte der Driicke und Geschwindigkeiten zugrunde, 
naémlich: 

w, = 410 m/sec. W. = 222 m/sec. 
p, = 23210 kp/m? D>, = 14840 kp/m?, 


nimmt ferner den Gewichtsdurchflu8 G/f mit 210 und den Rohrreibungsbeiwert 4 mit 0:0194 
(wie im Aufsatz von Stroehlen! angegeben) an, so bestimmt sich zunadchst der Exponent n aus: 


eae a 1og(22) 
Pa ae (3 ae: ( at | bzw. (Hes Pi (73) 
Pi V2 We log ( 
w 
2 
a log 0°64 
og 0° e ; 
n= jog 1-846 0°738. 
Damit wird J nach (56): 
0°046 
= —____— [36:0 - 0°036 0°606] = 4°548 
I 00194 [36:0 - 0°0364 + ] m 


ahnlich der gemessenen Lange von 4°5 m. 

In Abb. 8 ist der Verlauf von w, p, 7, q, und B tiber der Rohrlange nach den Gl. (56), (57), 
(58) und (58b) aufgetragen, wahrend der Druck p nach der Gasgleichung p = R T-G/w-f aus T 
und w ermittelt wurde. Wie ersichtlich, ist die Kihlung des Rohres (f) mit zunehmender Rohr- 
lange stark fallend. In Tabelle 1 sind die fir den polytropischen Verlauf errechneten Werte 
eingetragen. 
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Tabelle 1. Gerechnete Werte fiir die polytropische Stroémung (Abb. 8). 
a) Reibungsbehaftete Strémung. b) Reversible Strémung. 
ia ig it se eS ONE SSE et a 
Rohr- 
Bl! Iams aka alone Ya B foeclee. Ge to | Te | By 
m/sec m °K kp/m? keal/kg keal/kg .m m kcal/kg m/sec. K kp/m' 
| [Eatiessaak erm Pe Reese a8 Se ee 
410 0 1538 22210 0 —111:0 0 0 410 1538 23210: 
350 1°185 | 1165 20600} — 105°46 — i — 90 301 1243 25540 
300 2°260| 890 | 18360) — 184°56 — 60°] 2 — 165 226 986°8 |27145 
250 3°590) 650 16090 | — 255°42 —_- 3 —- 227°5| 168°5 | 769 28375 
200 5°225| 442 13680} — 31411 27°75 4 — 972°4.| 129 610°9 | 29219 
150 7°710| 267 11020| — 364°24 15°80 5 — 306 102°3 | 489°75 | 29790 
100 | 11°300| 13174} 8132] — 402°47 7°16 6 — $31 82:4 | 400°3 | 30216 
50 | 17°825 39°7| 4819] — 428°84 — 
79 
poe 
gexat re 
B PA ATT] $0 1500 
™ 28 
und q G. 26 
“Ga | NF 25 
-720 b007-* 
“7p RN 
- 100 500) \ + 20x70*—| 000 
sd 500 
-40 
-30 } 
-20 aaa 
-00 1 T= ; 3 G2 
0 
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Abb. 8. Verlauf von p, w, Z, q, und f tiber der Rohrlange / fir eine polytropische Strémung 
mit dem Exponenten n = — 0°738 (A = 0°194 und ¢, = 0°274 = konst. angenommen). 


Werte fiir die reibungsbehaftete Strémung. 


Werte fiir die verlustlose Strémung und gleiches q,. 


Wiirde die Strémung bei gleichem Warmeentzug B bzw. g, ohne Reibung, das 


heiBt reversibel verlaufen, so wiirden sich natiirlich andere Geschwindigkeiten, 
1 


| Bdl ist zu- 
0 
nachst nach (6) die reversible Geschwindigkeit w, (iiber 7) zu ermitteln. Mit w, und gq, 


ergibt sich nach (4) die Temperatur 7, und aus p= RTG/w-f der zugehérige 
reversible Druck p,, der im Gegensatz zur reibungsbehafteten Strémung mit zu- 
nehmender Rohrlange ansteigt. Die gerechneten Werte sind fiir den reversiblen 
Fall ebenfalls aus Tabelle 1 ersichtlich. 


Temperaturen und Driicke ergeben (in Abb. 8 strichliert). Aus q, 


Der polytropische Verlauf (Abb. 8) kann natiirlich mit dem Verlauf des Versuches von 
J. Jung® schon wegen der Annahme konstanter spezifischer Warme ¢, (und A= konst.) nicht 
genau tbereinstimmen. 


“Der Mittelwert der Geschwindigkeiten fir die Rohrlange von 4:55 m ergibt sich nach (12) zu: 


w = 301°8 m/sec. 
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In Abb. 9 ist ein p-w-Diagramm fiir den Sonderfall 3f, das ist eine Polytrope 
(wieder mit dem Exponenten n = — 0°738), jedoch mit einer anderen Konstanten 
(kst = 79°4) gezeichnet. Die Polytrope, das ist die p- ber w-Kurve kann jetzt nur 
in einer Richtung, und zwar bei Unterschall und Uberschall nur in Richtung 
abnehmender Geschwindigkeit durchlaufen werden, wie aus (55a) hervorgeht. 


kp 
ee 
-400- 20000 oa 3" 
Ps 
i T% 
“300-1509 3000 
' 2500 
ea | 
|-200- | 10000 2000 
7500 
“100 $900--— 7000 
500 
or is 
a — = He SRA 
7 00400 500-—« 700 7000 w 
11[3e ——~ 
Abb. 9. p-w-Diagramm einer polytropischen Strémung mit n = — 0°738. 


Anfangswerte: p, = 13000 kp/m?, w, = 1000 m/sec. Sonstige Annahmen: Cp = 0°274, RB = 29°45, 
kst = 79°4, G/f = 210. Die B- und £’-Kurven schneiden sich wieder bei w,,. 


Die #’-Parabel: 


1 Cp wed = + 10—3-ap2 
CO Rade ieee w 


und die p,-Gerade: 
Age 5 eka LO Danae 
Ps oxy 9-81, 1396 1° O2™s 


sowie die Kurve fiir 6 nach (58) und (55a) sind ebenfalls in Abb. 9 verzeichnet. 
Mit ¢, = 0°274, x = 1°335, R = 29°45 
d = 23mm | f= 415-10-4 m? | G/f = 210 kst = 79°4 

ergibt sich die stetig durchschreitbare Schallgeschwindigkeit w,, aus 
| Ps = 16 w, = kst w,? 78 
Zu: 

Wee = £:965° = 451°5 m/sec. 
und die zugehérige Temperatur 7, = 532° K bzw. der zugehérige Druck 

p, = 16°02 w, = 7230 kp/m?. 


Aus den Abb. 1 bis 9 geht hervor, da die Zustandslinien bei Reibung (4 > 0) 
jeweils nur in einer Richtung durchlaufen werden kénnen. Die Richtung ist also 
nicht umkehrbar oder irreversibel, im Gegensatz zum reversiblen Fall I, bei 
dem die Zustandsgerade in beiden Richtungen durchlaufen werden kann (Abb. 1). 


Sonderfall 4. Ein haufig vorkommender Fall ist z. B. der, daB eine HeiBdampf- 
oder HeiBluftleitung waagrecht im Freien verlegt ist. Die GréBe 6 (= Warmeverlust 
pro Meter Rohrlange) setzt dann die Kenntnis des inneren und auS8eren Warme- 
iiberganges a; und «, bzw. der Warmedurchgangszahl k& voraus, die aber lings des 
Rohres in komplizierter Weise veranderlich ist. Setzt man sie naherungsweise als 


gleichbleibend an, so ware: 
B =k (T, — 7), (74) 
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wobei k, eine Konstante bedeutet. Gl. (74) wiirde die erste Festlegung fir Sonder- 
fall 4 darstellen; nimmt man als zweite wieder 2 = konst., so ist damit der Stromungs- 
verlauf bereits eindeutig bestimmt und jede weitere Annahme wiirde Uberbestimmung 
bedeuten. 
Es ist daher unzulassig, etwa nach Sonderfall 1 vorzugehen, z = konst. und 
nach Gl. (45): 
dl Z 2 @ i klg ls) 
ar Sipe h(a Os = ky a (TaD) Be 
zu setzen. [GI. (75) ist auch offensichtlich mit (48b) nicht vereinbar.] Ebensowenig 
wird eine solche Stromung einer polytropischen (nach Sonderfall 3) entsprechen. 
Analytisch lieBe sich die Aufgabe (Sonderfall 4) nur in umstandlicher Weise lésen. 
Man erhalt namlich aus (19) und (20) oder aus (36) mit (74) die nicht lineare 
Differentialgleichung : 


do + noa(E) + 2atgstecsgD 0 a0 
die nur mehr zwei Variable, namlich 7’ und w enthalt. Durch Integration von (76) 
wiirde man eine Relation zwischen 7’ und w erhalten, wodurch der Stromungsverlaut 
festgelegt ware. 

Der mathematische Aufwand lohnt sich aber schon deshalb nicht, weil in praktischen 
Fallen weder die Warmedurchgangszahl & (und damit die Konstante k,) noch 4 
wirklich gleichbleibt. 

Um den Strémungsverlauf richtig zu erhalten, wird man also schrittweise 
vorgehen’? und hierbei die Veranderlichkeit der Gré8en A, c, und k, in Rechnung 
stellen. So l4Bt sich die jeweilige Richtungstangente (tg « = Ap/Aw) der p- tber 
w-Kurve aus (34a) oder (34b) und die Richtungstangente der J- tiber w-Kurve 
aus (36a) fiir kleine Anderungen von w bestimmen und durch Aneinanderreihen 
der Tangenten schlieBlich der ganze Kurvenverlauf graphisch bestimmen. So ist 
z. B. nach (34b): 


Ap ___ RG [Adwt+ho,g T+ 29k d(T,— 7) (77) 
Aw fg [2khg(T,—T)k,d+ Ac, w?] : 
Ebenso 1a8t sich der Verlauf der am meisten interessierenden w-, p- oder 7'- tiber 
l-Kurve schrittweise nach den Beziehungen (38), (39) und (40) zeichnerisch ermitteln. 
Begniigt man sich jedoch mit der Naherung [w = (w, + w,)/2], so kann man 
zunachst fiir jeden Abschnitt q, ausrechnen und dann aus (17) die Endgeschwindig- 
keit w., ferner aus (4) die Endtemperatur des betreffenden Abschnittes bestimmen, 
wodurch also die Konstruktion der Tangenten entbehrlich wird. 
Beim Versuch von J. Jung® war die Rohrlange in Abschnitte von 0°5 m Lange 
eingeteilt. Fiir jeden Abschnitt wurde die entzogene Warme qg, und der Druck zu 
Beginn und Ende des Abschnittes gemessen. Dann ist nach (la): 


A 
2g (we? — w;,”) ap cot G@ (P2W2— — PP, W;) = Qa: (78) 


Da W,, 1; Ya und p, gegeben ist, laBt ate aus (78) fiir jeden Abschnitt w, (und 7’,) 
ermitteln; man erhalt: 


Gf P2% 2 2 Aw; 
m= — fie 4 V/() Rea rape ce + do} Ms 
wobei fDi Wy a 
BiG eae 


gesetzt werden kann. 


7 Siehe auch C. Kammerer: Wirkungsgrade bei polytropischem Zustandsverlauf. M. u. W. 
74 (1949). 
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So ist z. B. fiir Abschnitt (6 bis 7) des Versuches: 


w, = 250 m/sec. | p,=17110kp/m? | C, = 0°274 | 7, = 692°K 
% = 1335 | B= 35:50keal/m | 4 = 17°65 keal 
G/f = 210 und damit nach (79): 
Ww, = — 3040 + 9241 600 + 10504500 = 3278 — 3040 = 238 m/sec. 


GC) 

Wie vorhin erwihnt, kann man aber auch aus den Anfangswerten des Abschnittes (6 bis 7) 
mit A= 0°0194, R = 29°45 und d = 0:023 nach (17) die Endgeschwindigkeit w, berechnen und 
erhalt: 

_ 250+ 0°8947 +799 , =) ae 
eee oir V 273000 — 192800 = 522 — 283 = 239 m/sec. 


gegentber dem mit p, Feiiteden errechneten Wert von 238 m/sec. 


4. Polardiagramm von f fiir 2 Zustandspunkte. 


Schreitet man im p-w-Diagramm (z. B. Abb. 10) von einem Zustandspunkt (z. B. 
B in Abb. 10) ausgehend in verschiedenen Richtungen fort, so ergibt sich fiir jede 
solche Richtung ein bestimmter Wert von f. 
Umgekehrt ist durch die jeweilige Kihlung 
oder Heizung auch die Richtung des Fort- 
schreitens im p-w-Diagramm festgelegt. All- 
gemein ist nach (34a): 


C=) 0 +2 +te9| 
p=—B M + tg ? (80) 
a ap Op Aw baie ewe? 
mit B aio a My und tg y= dw 


Abb. 10. Polardiagramm von f fiir zwei Punkte 


@) Isentrope und Adiabate (fir w, 
fir Punkt A zusammen fassend) 
(2) Isotherme 


4) Adiabate 
(6) Isotherme 


Bie 


} nicht zusammenfallend 


{ G) Isentrope 
| 6 


fur (6) As —s 
ymptote (B = + ~) 
pant} @) Isobare (p = konst.) 
(8) Polytrope (n = — 1) L = 
(@) Isochore (w = konst.) 200 400 500 0 U0 1000 W 


Ist fiir einen Zustandspunkt pf’, M, x und i. gegeben, so ist # nach (80) nur 
mehr von tg gy bzw. von der Richtung des Fortschreitens abhangig. 


Wahlt man zunachst als Ausgangspunkt einen Punkt (A in Abb. 10) des p,-Strahles, 
so wird nach (10): 
Ds| Ws = M / % 
nd nach (80): 
u (80) b=—p' [M+tge] _ py re 
[M + tg 7] 
das hei®t 6 ist zunachst fiir alle Richtungen, fiir die M + tg » + 0 ist, gleich groB 
(die Endpunkte der f-Strahlen legen auf einem Kreis). 
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Im besonderen ist die Tangentenrichtung fiir die Adiabate nach (47): 


@® = tgp =—|M(*—*)+2)=—m, 


dw “ w 


mit jener der Isentrope nach (46a): 


d 

=—Hx £ =—WM ’ 
fiir die Schallgeschwindigkeit w, baw. fiir p,/w, = M/x identisch, so da8 also 
Adiabate und Isentrope in unmittelbarer Umgebung des ,-Strahles zusammen- 
fallen (Richtung @) in Abb. 10). Wegen tg y = — M wird aber Zahler und Nenner 
in (80a) gleich Null und daher 8 fiir die Adiabate und Isentrope zunachst unbestimmt. 
Tatsachlich ist 6 fiir die Adiabate natitirlich Null und ftir die Isentrope nach (70): 


“—]1 


pees B'( : ) also >0O. Daraus ergibt sich nach friiherem weiter, da’ w, 


weder adiabatisch, noch isentropisch auf stetige Weise durchschritten werden kann 
(nach Abb. 2 und 7 kann w, tiberhaupt nicht durchschritten werden). 


Aus dem Exponenten einer Polytrope findet man bekanntlich die Tangenten- 
richtung durch Auftragen der Subtangente o = — w/n, wie dies in Abb. 10 fiir 
die Isentrope und Isotherme geschehen ist. 


Fiir einen Punkt oberhalb des p,-Strahles, also im Unterschallgebiet (Punkt B 
in Abb. 10) ist 6 wieder fiir alle Richtungen aus (80) berechenbar. Hier sind jedoch 
die Richtungen der Isentrope und der Adiabate voneinander verschieden. Fiir 
M = — tg ¢ wird B = + oo. Unterhalb dieser Asymptote ist 6 negativ (Kihlung), 
oberhalb jedoch positiv (Heizung). 

Vom Ausmaf der jeweiligen Kitihlung oder Heizung des Rohres hangt die Richtung 
des Fortschreitens im p-w-Diagramm ab. — 


Abb. 10 ist fiir folgende Annahmen gezeichnet: 


w= 623 m/sec. | x» =1:3385 | A= 00194 


R = 29°45 [und I = 21-4 6, = 0-274 d = 0:023 m 
Damit wird: 
pi 084 aes he 
ie 71000: 623? = 154°8 keal/kg - m 


und fir Punkt A (p = 10000 kp/m!?): 


(0°251 - 21°4 + 16°02 + tg ¢) (21:4 + tg ¢) 
= — 154'8 ie 
‘ (re + te 9) 28 Ord + te 9) 
bzw. 6 = — 1548 (mit Ausnahme der Isentrope und Adiabate, fiir welche tg y = — M ist). 


Fir Punkt B (p = 18000 kp/m?) ist: 


(5°37 + 28'9 + tg q) 
(21l4+tg9) ” 


wobei tg » = dp/dw fir einzelne Richtungen aus Tab. 2 zu entnehmen ist. 


B= — 154'8 


Im Punkt A, das heift bei Schallgeschwindigkeit, ist die Richtung des Fort- 
schreitens im p-w-Diagramm nicht durch die Intensitat der Kihlung oder Heizung 
(da 6 = konst. = — 154°8 ist), sondern durch den Gegendruck am Ende des Rohre 


bestimmt, wie auch in Abschnitt I bereits erwahnt wurde. ) 
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Aus Abb. 10 ist ersichtlich, da8 Punkt B bzw. A nur in Richtungen oder auf 
Vektoren verlassen werden kann, deren Endpunkte unterhalb der Asymptote © bzw. 
unterhalb der Adiabatenrichtung @ gelegen sind. Wie aus Gl. (80) hervorgeht, 
ist @) parallel zu @®. Ein Betreten des Raumes oberhalb der Geraden @ bzw. @) ist 
nicht méglich. 


Tabelle 2. Rechnungswerte zu Abb. 10. 
Punkt A (p= 10000, Vn = 623 m/sec., x = 1335, ¢, = 0°274, A= 00194, RK = 29°45, 


M = 21-4). 
Subtangente 
bas BN B keal 
0-4 
Isochore (w = konst.) @) 0 B = — P’ = — G9 (623)8 = — 1548 
p,-Strahl (n = — 1) o= + w= 623 —— 154'8 
Isobare p = konst.) fore) — 1548 
Isotherme (n = 1) (2) —w = — 623 — 154°8 
i ae ‘ 
Isentrope, n = x @) — 466°5 p= —6'( 5 )=—388 
Adiabate, n = x Q) — 466°5 p=0 
Punkt B (p = 18000, w = 623 m/sec.). 
Schnitt mit der | ~ 8 
Adiabate () tg p = — 34:27 | Ordinatenachse 
bei p = 39350 B= 
x—1 
Isentrope Gs) p=— p’ ( = — 38:9 
Isochore (9) B= —p’ =— 1548 
dp P p 
Polytrope tgp =| =, m=) — 194°5 
Isobare (q) tgp = 0 (n = 0) — 248-0 
Schnitt mit der 
tz » = 5000/623 = — 8-02 Ordinatenachse — 304:0 
bei p = 23000 
Schnitt mit der 
tg y = 10000/623 = — 16-04 Ordinatenachse — 527:0 
bei p = 28000 
Schnitt mit der 
Asymptote @) tg p = — 214 Ordinatenachse + co 
bei p = 31320 
Schnitt mit der 
Isotherme G) tg p = — 28-90 | Ordinatenachse + 110°8 
| bei p = 36000 | 


5. Giiltigkeitsbereich der abgeleiteten Formeln. 

Die durch Integration der beiden Grundgleichungen (19) und (20) entstandenen 
Formeln sind streng genommen nur fiir gleichbleibendes, das heiBt temperatur- und 
druckunabhangiges c, und c, bzw. x = ,/c,, also nur fiir einatomige Gase giiltig. 
Fiir zwei- und mehratomige Gase steigt c, etwa vom Eispunkt angefangen betrachtlich 
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an, wahrend x mit steigender Temperatur nur wenig kleiner wird. Ist Anfangs- und 
Endtemperatur des strémenden Gases bekannt, so ist c, und x fiir (7, + T,)/2 ein- 
zusetzen (s. z. B. M. u. W. 1949, S. 200); um den Fehler in moglichst engen Grenzen 
zu halten. 

Die Ubereinstimmung der Formeln mit dem wirklichen Verhalten wird am 
schlechtesten, wenn der gréBte c,-Anstieg gerade in den Temperaturbereich der 
betreffenden Stroémung zu liegen kommt. 


Die zweite Bedingung fiir die Giiltigkeit der durch Integration aus (19) und (20) 
erhaltenen Formeln ist die Konstanz des Reibungsbeiwertes 4. 


Dieser betragt nach Blasius fiir glatte Rohre und Re < 120000: 


ee Cea n \025 0 4p \O2S eee Gp \ORB ehh 
i= Sao =o 316(—"] 9 meal = 316(77) kin (81) 
fg 


und fiir Re > 120000 nach Nikuradse: 


0°221 


A, = 0°0032 + es 257 = hy + kg n37, (82) 


wahrend es fiir laminare Strémung bekanntlich gleich 64/Re = k,n, das heibt 
direkt proportional der absoluten Zahigkeit 7 ist. 


Beschrankt man sich daher auf turbulente Strémung und beachtet, daB 7 fir 
Gase nach der Gleichung von Sutherland nur temperaturabhangig ist, so ist auch A, 
und A, nur temperaturabhangig, und zwar ab 0°C wegen der vierten Wurzel nur 
mehr wenig ansteigend. 


Wegen dieser schwachen Temperaturabhangigkeit ist der durch 4 + konst. ver- 
ursachte Fehler nicht groéBer als der durch c, = steigend bedingte, dies allerdings 
nur bei Turbulenz und Temperaturen titber dem Eispunkt. 


Mit dieser Einschrankung geben die Formeln bzw. p-w-Diagramme Abb. 1 bis 10 
das wirkliche Verhalten annahernd richtig wieder. 


Im besonderen ist bei der isothermischen Stromung, Abb. 4, sowohl c, als auch x 
und 4 unveranderlich, der Fehler also gleich Null. Bei der adiabatischen Stro6mung 
(warmedichtes Rohr) ist (dp/dw) nach (34b) von 2 unabhangig und daher die p- iiber 
w-Kurve in Abb. 2 auch fiir veranderliches A giiltig, wahrend x schwach temperatur- 
abhangig bleibt. 


Die aus den Grundgleichungen (19) und (20) ohne Integration ermittelten Be- 
ziehungen wie z. B. die Gl. (27), (34a), (36a), (40), (77) und (80) sind natiirlich ohne 
Einschrankung giiltig.® 

(Hingegangen am 3. April 1951.) 


® Allerdings ist noch zu berticksichtigen, daB weder die Geschwindigkeit, noch die Tempera- 
tur gleichmafig tber den Rohrquerschnitt verteilt ist und daher Mittelwerte dieser GréSen ge- 
bildet werden miissen. Nun hat aber offenbar in der Energiegleichung der Mittelwert der 


REA | Teva 

ica bane ghee (cP = e \ w* df, in der Impulsgleichung jedoch jener der Geschwin- 
0 

digkeiten (Wj .1) = F | w df verwendet zu werden. So ist z. B. fiir parabolische Geschwindigkeits- 


verteilung (laminare Strémung) W.? = Wmax?/3 und Wimy = Wmax/2. Wms? ist also wesentlich 
groBer als wm (= Wmax?/4). Das Verhaltnis beider betragt demnach fir laminare Strémung 
4/3 = 1,333. Hiedurch ist ein Fehler der abgeleiteten Formeln bedingt, der aber bei der ohne- 
hin notwendigen Beschrankung auf turbulente Strémungen weniger ins Gewicht fallt. So ist 
z. B. fir das 1/8 Potenzgesetz w,,2/wm,? = 1,014, also nur unbedeutend von 1 verschieden. 
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Richtungsdoppelfokussierung geschwindigkeits- und 
massenabweichender Teilchen in rotationssymmetrischen 
elektrisch-magnetischen Feldern. 


Von H. W. Franke, Wien. 
Mit 10 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die von Glaser! angegebene Theorie der Bewegung geladener Teilchen 
in allgemeinen elektrisch-magnetischen Feldern wird auf geschwindigkeits- und massenabweichende 
Teilchen ausgedehnt. Die fir die geschwindigkeits- und massenspektrographische Anordnungen 
charakteristischen Gréfen werden fiir den Fall der Richtungsdoppelfokussierung berechnet. 


Summary. The theory about the motion of loaden particles in ordinary electric-magnetical 
fields, as indicated by Glaser, is extended over the case of particles divergent in velocity and 
mass. The magnitudes, characteristic for dispositions of velocity and mass spectrography, are 
calculated according to the case of double direction focusing. 


Résumé. La théorie du mouvement des particules chargées dans des champs électriques et 
magnétiques ordinaires, indiquée par Glaser! est étendue sur des particules en déclinaison de 
vitesse et de masse. Les grandeurs caractéristiques pour des dispositifs spectrographiques de 
vitesse et de masse sont caleulées pour la double mise au point du foyer. 


1. Hinleitung. 


In der Geschwindigkeits- und Massenspektrographie benutzte man lange nur 
das homogene Magnetfeld und das Feld des Zylinderkondensators. Erst Glaser 
ist zu allgemeineren rotationssymmetrischen Feldanordnungen tibergegangen!. Wahrend 
bei den bisher gebrauchlichen Anordnungen nur Teilchen fokussiert werden, die in 
der Ebene des Hauptkreises verbleiben, erméglicht das Glasersche Verfahren auch 
die Fokussierung von Teilchen, die aus dieser Ebene austreten. Dieser Fall wird 
Richtungsdoppelfokussierung genannt und bringt natiirlich grofe Intensitatssteigerun- 
gen mit sich. 

Ein in der Glaserschen Theorie enthaltener Spezialfall hat sich bereits in der Praxis 
bewadhrt, und zwar an einem von K. Siegbahn und N. Svartholm erbauten 
B-Spektrographen. Die Vorteile dieser speziellen Feldanordnung zeigten auch weitere 
theoretische Arbeiten von N. Svartholm?, F. B. Shull und D.N. Dennison? 
und M. P. Hubert?. 

Wahrend in der Arbeit von Glaser nur Teilchen diskreter Geschwindigkeiten 
und Massen beriicksichtigt werden, soll in der vorliegenden Abhandlung die Glasersche 
Theorie auf Teilchen abweichender Geschwindigkeiten und Massen ausgedehnt werden. 
Als Ergebnisse erhalt man Geschwindigkeits- und Massendispersion sowie die giinstigste 
Lage der Auffangebene. Unter Beriicksichtigung der Groen zweiter Kleinheitsordnung 
ergeben sich die Form des Offnungsfehlerscheibchens und die der Linienbreite und 
reduzierten Dispersion entsprechenden Ausdriicke. 


2. Glasersche Theorie. 


Da man in der Massen- und Geschwindigkeitsspektrographie meist rotations- 
symmetrische Felder verwendet und sich daher die vorliegende Arbeit auf diese be- 
schrankt, wird im folgenden ein Zylinderkoordinatensystem 7, z, y bentitzt, dessen 
z-Achse in die Symmetrieachse des Feldes gelegt wird. Unter @ (7, z) soll das elektro- 
statische Potential verstanden werden und unter WY (r, z) der magnetische Induktions- 


1 W. Glaser: Osterr. Ing.-Arch. 4, 354 (1950). 
2 N. Svartholm: Ark. Mat., Astronom. Fysik 33, 24 (1946). 
3 F. B. Shull und D. M. Dennison: Physic. Rev. 71, 681 (1947); 72, 256 (1947). 
4M.P. Hubert: Journ. d. rech. du centre nat. d. 1. recherche No. 6 (1947). 
25% 
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flu8 durch einen zur Achse symmetrisch liegenden Kreis der Koordinaten r und z. 
Die Bewegung von Teilchen der Masse m, und der Ladung — e gehorcht dann den 
Gleichungen 7 


=n — ge Me) tre (1) 
z =n(o,— 5 Ys), (2) 
rpm ag V+ Cy Me 
wobei 7 die Bedeutung 
n= it (4) 


hat; die unteren Indizes deuten partielle Differentiationen nach den Koordinaten r 
und z an. C, ist eine Integrationskonstante, die im wesentlichen von der Winkel- 
geschwindigkeit der Teilchen in einem festen Punkt abhangt. Wahlt man die Abschub- 
stelle 1, 2; Yo = 0 als diesen Punkt und bezeichnet die Winkelgeschwindigkeit in 
diesem Punkt, die Anfangswinkelgeschwindigkeit, mit ), dann kann man (3) auch 
in der Form 


ry = $5 EE ctype 35 Y (ro; 20) (5) 
schreiben. 
Definiert man eine Funktion Q durch 
v2 yy 
Q@=nPp->z- (6) 


dann ist die meridionale Bewegung r = r (¢) und z = z(é) als Potentialbewegung 
in folgender Weise darstellbar: 

Besonders leicht fiir die Berechnung zuganglich sind die Bewegungsverhaltnisse 
an den sogenannten Hauptbahnen, den quasistatischen Bahnen der Routhschen 
Theorie®, und auch an Bahnen, die nur gering von diesen abweichen. Wahrend man 
in der Elektronenoptik gewéhnlich den Hauptstrahl, der mit der Symmetrieachse 
des Feldes zusammenfallt, zum Ausgangspunkt der Betrachtungen macht, verwendet 
man in der Geschwindigkeits- und. Massenspektrographie andere Hauptbahnen, 
namlich zur Rotationsachse des Feldes symmetrisch liegende Kreise. Da Teilchen, 
die sich auf einem Kreis bewegen sollen, keine Radialbeschleunigung und keine Be- 
schleunigung in z-Richtung haben diirfen, lauten die Bewegungsgleichungen (7) fiir 


eee Q, (es Z) = 0; Qe (rps 2) = 0. (8) 


Sie bestimmen die Hauptkreiskoordinaten 7, und z). Die Teilchen, die auf der Haupt- 
achse tangierend abgeschossen werden, bilden den Hauptstrahl mit der Bahn 


Ped ao Ors (9) 
Es sollen nun die dieser Bahn benachbarten Bahnen 
r=fotry(t), 2 = % +2 () (10) 


betrachtet werden, die GroBen 7, und z, sind klein gegen den Hauptkreisradius 7p. 
Stellt man die Bewegung auf dieser Nachbarbahn nach (7) als Potentialbewegung dar: 


iy (t) = Q, (ro + 71; 2 + %)s 
tee On (2) ==0Qe (To “Tas Resch 2a) 


° 8. z.B. Frank-Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und 
Physik, S. 64. 


(11) 


Richtungsdoppelfokussierung in rotationssymmetrischen elektrisch-magnetischen Feldern. 373 


dann erhalt man durch Taylorsche Entwicklung bis zu Gliedern erster Ordnung 
im x, und 2, mit Beachtung von (8) 
ry = Qrr i Ors > zy oa Qer pee Qi2 %4- (12) 
Hier Wie spater sind, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, die Differential- 
quotienten stets an der Stelle 7, und z) zu nehmen. Man erhalt also zwei gekoppelte 
Differentialgleichungen fiir die Entfernungen der Teilchen von der Grundhauptbahn 
Ty Top, 21 = Sp. (13) 
Statt des Systems r, z, y wird nun das Koordinatensystem 7;, 2,, y benutzt. 


In Abb. 1 wurde eine Ebene durch die Symmetrieachse, also senkrecht auf die 
Ebene des Hauptkreises, herausgeschnitten. A und B sind die Durchsto8punkte des 
Hauptkreises durch die Zeichenebene. 


Z 
sah 
f 42, 
| 
| 
A ! - 
Oo so _ Lee 4 
W.-Y A ~~ 
lo y 
2 
Abb. 1. Koordinatenverhaltnisse in _ Abb. 2. Abb. 3. Orthogonales 
einer Ebene durch die Symmetrieachse. Ubergang zum System 7, 2, V. Kegelpaar. 
Durch die Transformation 
r=r7r,cos?0+2,sin0, z= 2, cos ? —1r,sin #, (14) 


eine Drehung in der Ebene y = konst. um den Winkel #, der weiter unten berechnet 
wird, kann man die gekoppelten Differentialgleichungen (12) in zwei voneinander 
unabhangige Differentialgleichungen tiberfiihren. 

Abb. 2 zeigt, wie man durch Drehung um den Winkel vom System 7, z, zum 
System 7,2 gelangt. 

Im System 7, z, y bilden die Flachen 7 = konst. und die Flachen z = konst. zwei 
orthogonale Kegelscharen, insbesondere die Flachen 7 = 0 und z = 0 zwei Kegeln, 
die sich im Hauptkreis senkrecht schneiden. Die Schwingungen in diesem System 
heiBen Haupt- oder Normalschwingungen. 

In Abb. 3 sind die sich im Hauptkreis senkrecht schneidenden Kegeln 7 = 0 
und z = 0 perspektivisch abgebildet. 

Um den Winkel # zu erhalten, fiihrt man die neuen Koordinaten 7 und z durch (14) 
in die Differentialgleichungen (11) ein: 


r= (Q,, cos? # + Q,, cos # sin } + Q,, sin cos & + Q,, sin? 8) r + 
+ (— Q,, sin 3 cos 3 + Q,, cos? 8 — Q,, sin? 0 + Q,, cos B sin %) z, (1s) 
2 = (—Q,,8in 0 cos & — Q,, sin? 6 + Q,, cos? + Q,, cos Hsin 0) 7 + | 
+ (Q,, sin? d — Q,, cos 9 sin 6 — Q,, cos 0 sin 0 + Q,, cos? J) z. | 


Die Kopplungsglieder haben dieselben Koeffizienten; bestimmt man #@ so, daf diese 
Koeffizienten verschwinden, dann erscheinen die Differentialgleichungen in der 


unschten Form ” ih * = : 
erwuns ji 4" TD Mees On? Zz. (16) 
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Fir % erhalt man 
ORs os sl Js as (17) 


Die sogenannten Hauptfrequenzen «, und «, konnen aus den Gl. (15) erhalten 
werden, wobei # aus (17) einzusetzen ware; einfacher geschieht dies durch den ge- 


brauchlichen Ansatz 
tr. = C5 eat 4 = OR Sele (18) 


mit dem. man in die urspriinglichen Differentialgleichungen (12) eingeht. Man er- 
halt fiir «, und a,: 


os. g? = — = Qn + Onn) £5) Ox — Ou)? + 4,2 (19) 


Nur wenn «, und «, reelle Groen sind, ist die Bewegung eine periodische Be- 
wegung um die Hauptbahn. Dies erfordert die Bedingungen 


was fiir stabile Bahnen stets erfiillt ist, und 
Orr Q.2 a One = 0. (21) 


Teilchen, die zur Zeit ¢ ihre Hauptbahn verlassen, haben zur Zeit ¢ + 3 wo Ty, 
die Schwingungsdauer 


La ae (22) 


bedeutet, wieder die Koordinate r = 0, durchstoBen also den Kegel r = 0, und zwar 
nach dem Winkel 


SW, (23) 


7 
5 i 
Pir AS OO Re noe 


dasselbe gilt fiir den Kegel z = 0, der nach dem Winkel 


1 1m 


Ve Tp ia are 8 (24) 


durchstoBen wird. 


Man strebt nun den Fall an, daB die Teilchen im gleichen Punkt der Hauptbahn 
wieder zusammentreffen, daB sie also beide Kegel nach demselben Winkel wieder 
durchstoBen. Dazu muB 


Oy he (25) 
Nach (19) sind auch hierfiir zwei Bedingungen notwendig. Die erste ist 


Hier verschwinden also die Kopplungsglieder bereits in den urspriinglichen Differential- 
gleichungen (11), so daf§ die beiden Kegeln, auf denen die Normalschwingungen er- 
folgen, in den Zylinder r = r, und die achsensenkrechte Ebene z = 2, ausgeartet sind. 
Ist (26) erfiillt, dann sind die Ausdriicke fiir die Fokussierungswinkel nach (23) 
und (24): 
@ 
Vas Eo" > oor T=O=" (27) 


Die zweite Bedingung ist 


Qrr a Qua: (28) 


Sind die beiden Bedingungen (26) und (28) erfiillt, dann erfolgt fiir Teilchen der 
Masse m, und der Anfangswinkelgeschwindigkeit w ) Richtungsdoppelfokussierung, 
das heiBt die am Hauptkreis abgeschossenen Teilchen werden wieder in einem Punkt, 
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der Hauptbahn fokussiert, auch dann, wenn sie an der AbschuBstelle den Hauptkreis 
nicht genau tangieren, sondern kleine Abweichungen in r- und z-Richtung haben. 

Wegen (26) und (28) erhalt man fiir die Kreisfrequenzen der Schwingungen um 
den Hauptkreis 


‘und (27) wird zu RE AL eet a 
Y= v2 = r= era (30) 
Fir die Schwingungsdauer rt erhalt man nach (22) 
= os (31) 
8 


hb 


Abb. 4 (links). Verhaltnisse an der Abschufstelle a) in der Ebene 
> 2,0t 2= 2%, b) in der aufgerollten Zylinderflache r = ry. 


Abb. 5 (oben). Bahnprojektionen a) auf die Ebene tion 


male b) auf die aufgerollte Zylinderflache r = 75. 


Die Konstanten C, und C, in den Bahngleichungen (18) werden durch folgende 

Anfangsbedingungen bestimmt: zur Zeit ¢ = 0 soll 
Ty = 0, ey a 0, Ty; — OQ Yo Wo; 2 — Bate Wo; (32) 

oe und € sind die Winkel, die die Bahnprojektionen auf ‘die Ebene z = z, und den 
Zylinder r = rp im AbschuBpunkt mit der Hauptbahn einschlieBen. 

Die Verhaltnisse an der Abschufstelle A zeigt Abb. 4. Abb. 4a stellt die Umgebung 
von A ‘in der Ebene z = 2, Abb. 4b in der aufgerollten Zylinderflache r = r, dar. 

Man erhalt aus (18) 

Poe 1 oF 


n=, sin.«t, 4 = sin at. (33) 


Abb. 5a zeigt die Bahnprojektionen auf die Ebene z = 2, Abb. 5b die Bahn- 
projektionen auf die aufgerollte Zylinderflache r= 7), wenn alle Strahlen vom 
Abschu8punkt A der Hauptbahn ausgehen. 


3. Geschwindigkeitsdispersion. 


Wahrend bisher Teilchen der Masse m, und der Anfangswinkelgeschwindigkeit «, 
betrachtet werden, sollen nun Teilchen von der Masse m, untersucht werden, die aber 
alle mit verschiedenen Anfangswinkelgeschwindigkeiten wm = w,) -- dm an der 
Stelle 75, %, Wo losgelassen werden. Zu diesen Teilchen gehort eine andere Potential- 
groBe Q, da diese nach (6) von der Geschwindigkeit abhangig ist, und daher nach (8) 
auch eine andere Hauptbahn. Bezeichnet man die Koordinaten dieses Hauptkreises 
mit r, + Ar und z + Az, dann lauten die Bestimmungsgleichungen fiir sie: 


Q, (To + Ar, 29 + Az, mM, Wy) + Mw) = 0, 


34 
Q, (to + Ar, % + Az, mM, @ + Ao) = 0. (94) 
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Taylorsche Entwicklung ergibt in erster Naherung 
Orr Ar a Qrz Az = — Ores Ao, | (35) 
Q,, 47 + Q,, 42 = — Qo Ao. 
Nach der Cramerschen Regel folgt daraus fiir die Koordinatenabweichungen des zur 
Winkelgeschwindigkeit w) + dw gehorigen Hauptkreises vom Grundhauptkreis der 
Koordinaten 7) und 2: 


<= Wg Q> ne Q,2 V0 Ag 
Qrr Qe Cre (36) 
—'0), Via. t Vey Sra 
Orr Goa = Ore 


Der Nenner der beiden Briiche wird wegen der Bedingung (21) nie Null. Es ist zweck- 
maBig, die Abkiirzungen 


Ar = 


Ao. 


Az = 


ra: Q:. ae mt Qn One =A) 
— Dre Qe as = AS ee = B, (37) 
Orr Q:: a Qr 2 =D 


einzufiihren. Dann kann man kurz schreiben: 
A= 4o, 42 = = Aw. (38) 


Werden die Teilchen der Winkelgeschwindigkeit w,) -+ 4w an einem Punkt ihrer 
_ Hauptbahn abgeschossen, dann gelten fiir sie die Verhaltnisse, wie sie fiir die Teilchen 
der Winkelgeschwindigkeit w, bereits erlautert wurden. Nun ist dies zwar nicht der 
Fall — die AbschuBstelle liegt ja an der Grundhauptbahn, also in einem Punkt, der 
von der Winkelgeschwindigkeit wm) + dw gehérigen Hauptbahn um — Ar und 
— Az entfernt ist —, aber die wichtigste Tatsache bleibt bestehen, néimlich die, daB 
die Teilchen stets Sinusschwingungen um ihren Hauptkreis ausfiihren, wenn die 
Bedingungen (20) und (21) fiir die der Winkelgeschwindigkeit w,) + 4w zugeordnete 
Hauptbahn, also an der Stelle 77 + Ar und 2 + Az, gelten. Dasselbe wird auch 
von den Bedingungen fiir Richtungsdoppelfokussierung (26) und (28) vorausgesetzt. 
Dann pendeln die Bahnprojektionen der Teilchen von der Anfangswinkelgeschwindig- 
keit w) + 4m auf dem Zylinder r =r, + Ar und auf der Ebene z = z, + Az mit 
der Kreisfrequenz « (w) + Mw) um die Hauptbahn herum. Sinusschwingungen haben 
nun die EHigenschaft, zu zwei Zeitpunkten, die um eine halbe Schwingungsdauer 
auseinanderliegen, entgegengesetzte Ausschlage aufzuweisen. Nach einer halben 
Schwingung, was nach (30) gleichbedeutend ist mit: nach dem Winkel 
t n 
Yri= 3 o=—<— Co (39) 


haben also die mit den Abweichungen — Ar und — Az von ihrer Hauptbahn los- 
gelassenen Teilchen die Abweichungen + Ar und + Az von ihr, was den Koordinaten 
rear 2dr, “2= 2, -- 2A (40) 
entspricht. 
Die kiirzeste Entfernung des Fokussierungspunktes der Anfangswinkelgeschwindig- 
keit wy + Mw von der Grundhauptbahn ist 


Cw» = \/ (2 Ar)? + (2 Az), (41) 


nach (38) daher 
2V A? + Be 
== ee Aw. (42) 
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Auf einer Auffangebene durch die Gerade r = 79, py = yp, deren Flachennormale 
um den Winkel 6 gegen die Hauptbahn geneigt ist, erscheinen die beiden Punkte 
D cos 6 2 fo) 


voneinander getrennt, womit die Geschwindigkeitsdispersion gefunden ist. 

Das eben beschriebene Verhalten gilt natiirlich nicht nur, wenn die Teilchen an der 
AbschuBstelle den Grundhauptkreis tangieren, sondern auch dann, wenn sie von 
dieser Richtung etwas abweichen. Im Falle des genau tangentiellen Abschusses ist 
der maximale Schwingungsausschlag von der zugehorigen Hauptbahn gerade an der 
AbschuBstelle, daher mit negativem Vorzeichen auch im Fokussierungspunkt erreicht. 

Abb. 6a zeigt die Bahnprojektionen auf die Ebene z = 2, Abb. 6b die Bahn- 
projektionen auf die aufgerollte Zylinderflache r =r), wenn der Abschu8punkt A 
auf der Grundhauptbahn r = 7, und z = 2, liegt. 


Di 


SSA Er! 


lo Ve 


Abb. 6. Bahnprojektionen a) auf die Ebene z= 2, b) auf die aufgerollte Zylinderflache r = ry. 


4. Richtungsdoppelfokussierung in einem gewissen Geschwindigkeitsbereich. 


Die eben gezogenen Schliisse gelten unter der Voraussetzung, daB die Bedin- 
gungen (20) und (21) 
Ea Qre ae Q.2) a 0, Qne Qe pare Oe S10) 


fir harmonische Schwingungen tiberhaupt und (26) und (28) 


Ors = 0, Qrr = Q.. 


fir Doppelfokussierung auch fiir etwas von der Antangswinkelgeschwindigkeit a, 
abweichende Teilchen Geltung haben. Dies soJl nun naher untersucht werden. 


Da die Bedingungen (20) und (21) Ungleichungen sind, werden sie fiir benachbarte 
Geschwindigkeiten auch erfiillt sein, wahrend dies fiir die Bedingungen (26) und (28) 
im allgemeinen nicht der Fall sein wird. Man mu8 daher zusatzlich verlangen: 


Qre (1% + Ar, % + Az, Wy + AM) — Vez (To + Ar, % + Az, @ + Mw) = 0, (44) 
Qnz (To t+ Ar, 2 + Az, Wo + dw) = 0. (45) 
Taylorsche Entwicklung gibt bei Beachtung nur der Glieder erster Kleinheitsordnung: 
Qrr (Tor Zor Po) + Qrrr AP + Qrrg AZ + Vp ry Ao — 
— Qzx (To; 2, ®o) — Veer AT — Qzz2 42 — Q220 Aw = 0, 
Qre (1, 20, @o) + Oren, At + Oeee At + 0), 25 Aw = 0. 


Da die Bedingungen (26) und (28) am Grundhauptkreis erfiillt sein sollen, fallen die 
nicht mit kleinen Gro8en multiplizierten Ausdriicke weg. Nach (38) erhalt man 


(Qirt ae Oie) A aS (Ones — Oa) ~B i (Qrec i) AE -D= 0, (46) 
Qrar A Or. B =e Oza D=0 (47) 
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als Bedingungen dafiir, daB die Doppelfokussierung auch an Teilchen stattfindet, 
die von der Anfangswinkelgeschwindigkeit w,) etwas abweichen. Wegen (26) und (28) 
vereinfachen sich dabei die Ausdriicke fiir A, B und D zu 


A == — Que Ore 
B= Q.. Qies (48) 
D= Q7% | 


5. Die Fokussierungskurve in der Umgebung des Hauptkreises und die Lage 
der Auffangebene. 
Der Winkel, nach dem die Teilchen der Anfangswinkelgeschwindigkeit w) + Jw 
fokussiert werden, ist nach (30) 
7 (Wy + @ ) ae 49 
Ve NOW Oo V—Q:22 (To + AT, 9 + 42, @) + Ao) ; ey) 


dabei ist w) + w, die Winkelgeschwindigkeit, die die Teilchen an ihrer Hauptbahn 
haben, denn nach (5) andert sich die Winkelgeschwindigkeit der Teilchen, wenn sie 
die Hauptbahn verlassen. Berechnung ergibt 


Yo (0) + 40) = pp + $a, (50) 


wobei die Abkiirzung C folgende Bedeutung hat: 
C 1 ( Ty Qe zrA 1 YW, A 2% 0) A To Qz 2, B nv, B a 
— V=Oe ws 2Q22 am Ch ble Yo ay 222 ae aa ee ool 2022 : 
(51) 


Die Fokussierungspunkte der geschwindigkeitsabweichenden Teilchen liegen auf 
einer Raumkurve, deren in der Umgebung der Hauptbahn verlaufender Teil annahernd 
als Gerade durch die Parameterdarstellung 


psig 2+ Ao, 
B 
2=% +25 do, | (52) 
C 
Y= Yot p 4a } 


gegeben ist, wie aus (38) und (50) hervorgeht. 


Abhay: Als Auffangflache wird man eine Ebene verwenden, 

Lage der Auffangebene. die auf der Ebene z =z, senkrecht steht und in der der 

durch den Grundkreis laufende Teil der Fokussierungs- 

kurve liegt, daher auch die Gerade (52). Ihre Lage ist durch den Neigungswinkel 6 

gegen die Ebene y = yy bestimmt. Bezeichnet man mit Ar die Entfernung eines 
Punktes von der Geraden r = ro, y = wp auf der Auffangebene, dann ist 


In Abb. 7 bedeuten die Kreisbigen r = r, + Ar und r =r, die Schnitte der 
Zylinder r = ry + Ar und r = ry mit der Zeichenebene z = z. Die Gerade und die 
strichpunktierte Gerade sind die Projektionen der auf der Ebene z = z, senkrecht 
stehenden Ebenen auf der Auffangebene. 
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Wie aus Abb. 7 ersichtlich ist, ist der Winkel 6 gegeben durch 


A 
tgd= 35 ey 
nach (38) und (50) also durch 
C 


Bei den meist gebrauchlichen Anordnungen in der Massenspektrographie werden 
gewohnlich Strichspektren erhalten, und zwar auch dann, wenn die Strahlenquelle 
annaéhernd punktférmig ist; das im oben beschriebenen Fall erscheinende Spektrum 
ware ein Punktspektrum, die Teilchen, die sich bisher iiber einen Strich verteilten, 
waren hier in einem Punkt gesammelt, was eine groBe Intensitatssteigerung be- 
deuten wiirde. 

Die Angaben der Kap. 3, 4 und 5 gelten — wie erwahnt — unter der Voraus- 
setzung der Giiltigkeit der Gl. (46) und (47). Sind diese Bedingungen nicht erfiillt, 
so bringt dies jedoch keine wesentliche Verschlechterung der Verhaltnisse mit sich, 
wie in einer folgenden Arbeit dargelegt werden soll. 


6. Erweiterungen der bisherigen Uberlegungen auf die Massenspektrographie. 


Bisher wurden Teilchen der Masse m, untersucht, die am Punkt 7 = 7p, z = 2p, 
y = 0 des Grundhauptkreises in annahernd tangentieller Richtung an ihn abgeschossen 
werden, wenn ihre Geschwindigkeiten etwas von der zugrunde gelegten Normalgeschwin- 
digkeit 7) @,) abweichen. Nun sollen Teilchen betrachtet werden, die sich von den 
bisherigen dadurch unterscheiden, daB alle dieselbe Geschwindigkeit 7), haben, 
ihre Masse jedoch von dem fritheren Wert m, um Am abweicht. Nun ist aber die 
GroBe Q aus (6) ebenso wie von der Geschwindigkeit auch von der Masse abhangig; 
daher gehért zu diesen Teilchen wieder eine andere Schar von Hauptbahnen, be- 
stimmt durch 
Q, (To oF Ay 0 ate Az, Mo Am, Wo) = 0, 
Q, (1%) + Ar, 2 + Az, mM) + Am, wo) = 0. 
Man kann nun die Uberlegungen fiir massenabweichende Teilchen Schritt fiir Schritt 
so fihren, wie dies fiir geschwindigkeitsabweichende geschehen ist. 
Man erhalt fiir die Abweichungen der Hauptkreiskoordinaten vom Grund- 
hauptkreis 


(56) 


B’ 


AG 
ree fie Az = yp 


Ar = D 


Am, (57) 


wenn man die Abktirzungen 
ae Q:2 Qin ae Or: Sees a Ae 


oe Qrr Qs m a Qe. Oras ==, (58) 


einftihrt. 

Da nach dem Fokussierungswinkel die mit den Abweichungen — Ar und — Az 
von ihrer Hauptbahn losgelassenen Teilchen die Abweichungen + Ar und + Az 
von ihr haben, was den Koordinaten 


P= fe 2 Ar, 2 = 2, + '2'dz (59) 


entspricht, ist die kiirzeste Entfernung des Fokussierungspunktes von der Grund- 
hauptbahn 


Cm = VV (2 Ary + (2 Az), (60) 


2VA2+ B® 
Cae V = Am 


nach (57) daher 
(61) 
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Ist die Auffangebene gegen die Hauptbahn um den Winkel 0’ geneigt, dann wird die 
Massendispersion der richtungsdoppelfokussierenden Anlage 


A’? + B” cos o’ 62 
D .cos 0’ Am. 482) 


Die Bedingungen dafiir, daB8 die Richtungsdoppelfokussierung auch an den massen- 
abweichenden Teilchen erfolgt, sind 


De ee 


(Qrrr—Qzez) A’ + Qrre — Geez) BY + Qrrm — Qezm)*D = 9, (63) 
Qrar A’ + Qrez Bi + QramD = 9. (64) 
Wegen (26) und (28) vereinfachen sich dabei die Ausdriicke fir A’, B’ und D zu 
A’ = —Q:2Qrm B= —Q229:m D=Q,2*. (65) 
Der Winkel, nach dem die Teilchen der Masse ee Am fokussiert werden, ist 
y (1% + Am) = yp +, Am, (66) 
wobei die Abkiirzung CO’ folgendes bedeutet: 
TO Va Bo, 1¥,B — 2% Q2emD 
REPRE Ene La) 


Die Gerade, die den in der Umgebung des Grundhauptkreises verlaufenden Teil 
der Raumkurve darstellt, auf der die Fokussierungspunkte abweichender Massen 
liegen, ist gegeben durch 


r= + ee Am, 
B’ 
2= 2+ 25 Am, (68) 


(OM 
Y= Yr +p Am. 
Die Gleichung der Fokussierungsgeraden auf der Auffangebene ist 
ae Ar - Ag. 
Ar = Br 08 7 (69) 
Der Winkel, um den die Flachennormale der Auffangebene gegen die Hauptbahn 
geneigt ist, ist gegeben durch 


’ oO’ 
tg On = 9 A’ Lo. (70) 


7. Geschwindigkeitsfokussierung. 


Der Idealfall fiir Massenspektrographie ware vollkommene Geschwindigkeits- 
homogenitaét an der Abschufstelle. Da dies nicht in befriedigender Weise realisierbar 
ist, sollen nun Teilchen der Masse m, + Am und der Anfangswinkelgeschwindigkeit 
® + Mw betrachtet werden. Die Koordinatenabweichungen der zugehorigen Haupt- 

bahn von der Grundhauptbahn sind in erster Naherung 


oA oA 
Ar = om Am +" Aw, esis 
71 
0Az 0Az 
Az = oe Am + aay Aw. 
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Nach (33) und (57) wird 


A’ A 
Ar = p Am + p 4, 
(72) 


15% B 
Ags D Am tH Ao. 


Die Fokussierungspunkte dieser Teilchen haben dann nach (36) und (59) die r- und 
z-Koordinaten 
A’ A 
r=T1o + 2, Am + 25 Ao, 


) (73) 
z= % +2 -Am | 25 Ao. 


Sind die Geschwindigkeitsabweichungen nicht mehr vernachlassigbar klein, dann 
kann man das Feld so einrichten, daB eine sogenannte Geschwindigkeitsfokussierung - 
eintritt, das hei®Bt, da8 die Geschwindigkeitsdispersion am Hauptkreis Null wird. 
Au8erdem wird man die Bedingungen (26) und (28) fiir Richtungsdoppelfokussierung 
am Hauptkreis vorschreiben; die Bedingungen (46) und (47) dafiir, daB die Richtungs- 
doppelfokussierung auch fiir der Bezugsmasse m, benachbarte Massen eintritt, werden 
im allgemeinen nicht erfiillbar sein, da nur eine beschrankte Anzahl von Bedingungs- 
gleichungen gleichzeitig befriedigt werden kann. Da die r- und z-Koordinaten an 
der Fokussierungsstelle also nicht von dw abhangen sollen, muB man in (73) A. 
und B Null setzen. Dies ist aber — wie man aus (65) sieht — nur mdglich, wenn 


Qeo a Q: = 0. (74) 
Das sind die allgemeinen Bedingungen dafiir, da Teilchen verschiedener Anfangs- 
geschwindigkeiten wieder in einem Punkt zusammentreffen. 

Dazu ist noch zu bemerken, daB nach (50) der Fokussierungswinkel auch noch 
von Aw abhangt, die Teilchen also nicht genau in einem Punkt zusammentreffen, 
sondern je nach der GréBe von Aw noch eine Abweichung in y-Richtung haben. Da 
aber die Betrachtungen auf kleine Neigungswinkel gegen die Hauptachse beschrankt 
wurden, sind am Auffangschirm die Abstande vom Fokussierungspunkt nur mehr 
GroéBen zweiter Kleinheitsordnung, die vernachlassigt werden koénnen. 

Nach (6) lauten die Bedingungen (74) explizite 


209, ao ¥,= 0, ¥,=0 (75) 
Nach (8) mu8B Q, = 0, woraus folgt: 
N Or = es pes (76) 


Versteht man unter Z, und HE, die Komponenten der elektrischen Feldstarke, unter B, 
und B, die Komponenten der magnetischen Induktion in radialer und z-Richtung, 
dann ist 


EL, = — Or (77) 
und 
Beg Vs, B= aay Pri (78) 
daher wird (75) und (76) zu 
200i Hes 7 eID AUB, =10, . (79) 


Die auf die Teilchen ausgeiibte Lorentz-Kraft ist also gleich der doppelten vom 
elektrischen Feld auf das Teilchen ausgetibten Kraft, in z-Richtung wirkt wegen 
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B, = 0 keine Kraft. Mit Hilfe von Q, = 0 kann man aus (77) die magnetische 
Induktion eliminieren und erhalt 

1 Pr — @q' To = 9 (80) 
oder 

— eH, = My @o7 1%. (81) 


Die vom elektrischen Feld ausgetibte Kraft mu8 also am Hauptkreis die Zentrifugal- 
kraft um deren Betrag vermehren, die durch das magnetische Feld hervorgerufene 
Kraft beide kompensieren, was schon Henneberg an einem speziellen Beispiel zeigte, 
bei dem allerdings noch keine Richtungsdoppelfokussierung auftrat®. 


8. Der Offnungsfehler. 


Die Giite eines Spektrographen wird um so besser sein, je weniger zwei Massen 
‘ (baw. Geschwindigkeiten) voneinander abweichen miissen, um vom Instrument 
gerade noch getrennt zu werden. Das Auflésungsvermégen der Apparaturen wird 
dadurch eingeschrankt, da8 sich die Bilder der Eintrittsoffnung, die sich in erster Nahe- 
rung als Linien oder Punkte ergeben, bei genauer Rechnung als flachenhafte Gebilde- 
erweisen. Man wird zwei Massen (bzw. Geschwindigkeiten) noch als verschieden 
erkennen, wenn man ihre Bildfiguren als getrennt wahrnehmen kann. Dies wird 
bei den linienerzeugenden Geraten der Fall sein, wenn der Linienabstand gréB8er als 
die Linienbreite ist. Nach den Uberlegungen des dritten Kapitels ist der Linien- 
abstand bei geschwindigkeitstrennenden Anordnungen 


yes Ae. = bry. "2 = Am (82) 
bei massentrennenden Anordnungen. Die Linienbreite ist definiert durch 
B = Ty = v_p— To» (83), 


also durch den Radialabstand vom Hauptkreis, den die Normalteilchen an der 
Fokussierungsstelle haben. Unter Normalteilchen werden Teilchen der Masse mp, 
und der Anfangswinkelgeschwindigkeit w, verstanden, die am Punkt yp, = 0 des 
Grundhauptkreises losgelassen werden. Sie haben im allgemeinen an der AbschuB- 
stelle kleine Winkelabweichungen von der Tangentialrichtung an den Hauptkreis. 
Die Linienbreite ist eine GréBe zweiter Ordnung in diesen Winkelabweichungen, 
da die Fokussierungsstelle so bestimmt wird, daB die Radialabweichungen erster 
Ordnung dort Null werden. Eine geniigende Naherung an die Linienbreite wird 
man erhalten, indem man die Radialabweichung zweiter Ordnung angibt, die Ab- 
weichungen hdherer Ordnung jedoch vernachlassigt. 

Bei den Spektrographen, die in erster Naherung an der Fokussierungsstelle Punkte 
liefern, wird man zunichst feststellen, was fiir Figuren bei genauerer Rechnung ent- 
stehen. Die ersten Naherungspunkte, deren Verwaschungen die genannten Figuren 
sind, liegen nach (53) auf der Geraden 


= A Az 

Ar =F cos 8° eh 
bzw. nach (69) auf der Geraden 

a Ae Ae 

ar = BZ cos": (85) 


Man wird sie sicher als getrennt wahrnehmen, wenn sie weiter voneinander entfernt 
sind als ihre Durchmesser auf der angegebenen Geraden. Als ihre Entfernung von- 


° W. Henneberg: Ann. Physik 19, 335 (1934). 
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einander wird man die Entfernung der zugehérigen Naherungspunkte ansprechen, 
aus denen sie hervorgegangen sind. 


Um zunachst die Form der Bildfigur festzustellen, wird man die GréBen 
Vite y= vp — Ty (86) 
und 
Z= Zp = vp — 2p (87) 
berechnen miissen. Wieder wird man geniigende Annaherungen erhalten, indem man 


nur die Glieder zweiter Ordnung in den Winkelabweichungen angibt, die Glieder 
hoherer Ordnung aber vernachlassigt: 


Rk ia Ty vp a aly — vp? (88) 
Vives Z1\y = vp 4 Zal9 = v—" (89) 
Es ist zu beachten, daB r, und z, zur Zeit t = + nach (31) Null sind, daB die 


Zeit = aber nur in erster Naherung die Zeit ist, nach der der Winkel y = yp erreicht 


wird. Es wird daher die Zeit festzustellen sein, nach der yp durchlaufen ist, wobei 
diesmal nur mehr die Glieder zweiter und hoherer Ordnung vernachlassigt werden 
diirfen. 

Als Ausgangsgleichung verwendet man (5), die man in eine Taylorsche Reihe 
zerlegt, wobei man Glieder zweiter und hdherer Kleinheitsordnung vernachlassigt. 
Dies liefert 


pe eal ates (90) 
Oo (og 
wobei K folgende Bedeutung hat: 
1/1 e@ n 6 ¢ 
je x(z a 2 wo 0). (91) 
Nach den Bahngleichungen (33) wird daher 
1) Do © 2K 
My —vp = Tak-27 = — : sin «(5 — 2}, - 
21) © 0 K (m2) 
(o9 
und 
27) 0,6 
1p =v, os ale — 7 i ea (93) 


Nun werden noch die zweiten Naherungen 7, und z, an der Stelle y = yp bendtigt. 
Um diese GréBen zu finden, miissen zunachst die Differentialgleichungen fiir r, und z, 
ermittelt werden. Zu diesem Zweck wird die Taylorsche Entwicklung von (7) 


. r=Q,, 2=Q, 
auf die Glieder zweiter Kleinheitsordnung ausgedehnt. Man erhalt 
ry = $4 (— 2008 vt + cos? at + 1) (94) 
und 
25 = ee 2 cos « ¢ + cos? « # - 1). (95) 
K, und K, sind folgende Abktirzungen: 
fe Fed. + 20,,,). (96) 


ee (Q? Qend ot 2 e C Qars ay ¢ Qiz2): (24) 


a2 
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Zur Zeit T aus (90) gilt 


4 K 4 K 
tel -7=3 ge? a = 5 ep (98) 
Nach (92), (93) und (98) erhalt man aus (88) und (89) 
K 
R= 2h! K + 58, (99) 
2 Wo, 4 K, 
i aoe K +353: (100) 
Die endgiiltigen Ausdriicke sind nach (91), (96) und (97) 
4 2 
Ra (2 Sew, — eet Fee Ore) ot + 
4, 2 
L (2 Sew, $5 ee 0 Jab + eae Oras lh (101) 
2 4 
Z=>5 3 es ates Qerr Q ae (2a, sein 
4 2 
+ 5S" Ore) oC + (42 ¥, + 5 Oe Oee) O. (102) 


Sie bestimmen den durch die Winkel @ und ¢ bedingten Fehler. 


9. Das Auflésungsvermégen richtungsdoppelfokussierender Anordnungen. 


Die Gl. (101) und (102) ordnen jedem Strahl, der den Punkt y = 0 des Haupt- 
kreises mit den Winkeln 0 und ¢ durchlauft, einen Bildpunkt zu. Je kleiner der gréBte 
vorkommende Abweichwinkel o ist, um so kleiner ist die Verwaschungsflache. Um 
die Form der Umrandungsfigur zu erhalten, muB die Gestalt der Blende beriicksichtigt 
werden, durch die das Einfallsstrahlbiindel begrenzt ist. Sie wird bei Anordnungen 
mit Richtungsdoppelfokussierung ein Kreis sein: 

oe + 2 = 03; (103) 
o ist dabei der maximale Abweichwinkel von der Tangentenrichtung der Strahlen 
im AbschuBpunkt des Hauptkreises. Wie man aus der Gestalt der Gl. (101) und (102) 
schlieBen kann, werden die Umgrenzungsfiguren im allgemeinen geschlossene Kurven 
vierter Ordnung sein, wenn der zugehérige Punkt erster Naherung im Innern liegt. 
Der Fall eines auBerhalb liegenden Naherungspunktes wird weiter unten betrachtet. 

Zu bemerken ist, da die GréBe R die Normalentfernung der Bildpunkte vom 
Zylinder r = r, bedeutet. Da die Verwaschungsfigur jedoch auf eine schiefgestellte 
Ebene fallt und gewoéhnlich statt der Entfernung R eines Punktes vom Zylinder 
r =r, die Entfernung R des Punktes von der Geraden r = 79, y = yp interessiert, 


1 Siiensass 
cos) ZU multiplizieren: 
= R 
i= cos 6° (104) 


sind die Radialentfernungen noch mit — 


Um nun an das gewiinschte Ziel zu gelangen, namlich die Auflosung des Systems 
beurteilen zu konnen, schneidet man die Umrandungsfigur mit der Geraden (53), 
die die Fokussierungspunkte der ersten Naherung verbindet, wodurch man zwei 
Schnittpunkte k,, Z, und R,, Z, erhalt. Ihre Entfernung voneinander 


= (RB, eRe ay ae (105) 


ist bereits der gesuchte Durchmesser der Verwaschungsfigur. Durch Multiplikation 
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: 1 : ; 
mit —5,97> wodurch man die Neigung der Auffangebene beriicksichtigt, erhalt man 
den der Linienbreite entsprechenden Ausdruck 


1 
o— cos 6 (Re ea) ey Z,)? cos? 6. (106) 


= 

Nun soll iiberlegt werden, wie die Fehlerfigur aussieht, wenn der zugehorige Punkt 
erster Naherung nicht im Innern liegt. Zu diesem Zweck beachte man, da’ in den 
Transformationsformeln (101) und (102), die die Winkelkoordinaten e@ und ¢ in B 
und Z iiberfiihren, eine Gerade durch den Punkt o = 0, ¢ = O wieder in eine Gerade 
durch den Punkt R = 0, Z = O iibergeht. Zieht man nun von jedem Punkt des Kreises 
oe + 2 = o eine Gerade zum Zentrum, so da dag Innere ausgefillt ist, dann gehen 
diese Geraden wieder in Gerade iiber, die von jedem Punkt der Bildkurve des Kreises 
zum ersten Naherungspunkt R = 0, Z = 0 fiihren. Der durch diese Geradenstrecken 
erfiillte Raum ist die Flache des Offnungs- 
fehlerscheibchens. Die Form ist die eines 
Keilquerschnittes, dessen Spitze im ersten 


Abb. 9. Fehlerscheibchen mit durchlaufenden 
Naherungsgeraden. 


Abb. 8. Ubergang vom Blendenkreis zum Abb. 10. Fehlerscheibchen, deren Spitzen in die 
Fehlerscheibchen. Naherungsgerade zeigen. 


Naherungspunkt liegt und dessen Umrandung aus zwei Tangentenabschnitten durch 
den ersten Naherungspunkt an die Bildfigur des Umrandungskreises und den dieser 
Spitze gegentiberliegenden Teil dieser Kurve besteht. 

Abb. 8 illustriert den eben beschriebenen Ubergang vom Kreis 0? + ¢? = o? zum 
Fehlerscheibchen. 

Nun sind zwei Falle méglich. 

Erstens: die die ersten Naherungspunkte verbindende Gerade lauft durch die 
keilformigen Verwaschungsscheibchen. — 

Abb. 9 zeigt das in diesem Fall entstehende Spektrum. 

Der Durchmesser dieser Figuren, der durch die Gerade (53) bzw. (69) heraus- 
geschnitten wird, ist dann gegeben durch 


b= V/ Bena a Lier (107) 


wobei Ryax und Zp, die Koordinaten des Schnittpunktes von der Umrandungskurve 
des Kreisabbildes und der Verbindungsgeraden der ersten Naherungspunkte sind, 
der weiter vom ersten Naherungspunkt entfernt ist. 

Der zweite Fall ist ein Idealfall: die keilformigen Schnittfiguren liegen auBerhalb 
der ihre Spitzen verbindenden Geraden, der der Bildbreite entsprechende Ausdruck 
wird dann Null; die Spitzen der Keile zeigen genau in die ersten Naherungspunkte. 

Abb. 10 gibt ein Beispiel eines derartigen Spektrums. 

Die Verwaschungen werden noch etwas gré8er sein, als berechnet wurde, da die 
Spitze der bei y = 0 eintretenden Strahlkegeln einen endlichen Querschnitt hat, 
wahrend dieser bisher als punktformig angenommen wurde. Zur Beurteilung, welches 
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Ausma8 die VergréBerung der Verwaschungsfigur durch diesen Umstand annimmt, 
sei daran erinnert, da® geladene Teilchen, die an der Stelle y = 0 etwas von ihrer 
Hauptbahn entfernt loslaufen, nach dem Fokussierungswinkel pp dieselbe Entfernung 
von der Hauptbahn, doch in entgegengesetzter Richtung haben. Die Anordnung ist 
so einzurichten, daB die Mitte des Strahlbiindelquerschnittes im Punkt y) = 0 vom 
Hauptkreis durchstoBen wird. Alle au8erhalb der Mitte den Querschnitt passierenden 
Teilchen werden also nach dem Winkel yz die gleich groBe, aber entgegengesetzte 
Entfernung vom Hauptkreis haben. Die Folge davon ist, daB die Verwaschungsfigur 
um einen Streifen breiter wird, dessen Dicke dem Radius des Kegelquerschnittes 
an der engsten Stelle des einfallenden Strahlenbiindels gleich ist. 

Zum Vergleich der Punktabstande voneinander und der Durchmesser ihrer 
Verwaschungsfiguren kann die reduzierte Dispersion angegeben werden, und zwar 
wird man sie bei den geschwindigkeitstrennenden Anordnungen durch 


Ds 
dy = Ra (108) 
und bei den massentrennenden durch 
dete Ae (109) 


definieren. Damit ist die fiir die Auflésung der Anordnung charakteristische GréBe 
gewonnen. 


10. Zusammenfassung der Ergebnisse und Schlu8bemerkungen. 


Die Ausfiihrungen der vorhergehenden Abschnitte lassen sich in folgender Weise 
zusammenfassen. 

Zu jedem Teilchen bestimmter Masse und Anfangsgeschwindigkeit gehért eine 
quasistatische Kreisbahn, um die sich die Teilchen periodisch bewegen, vorausgesetzt, 
da& bestimmte angefiihrte Bedingungen erfillt sind. Der Abstand zweier zu ver- 
schiedenen Teilchenarten gehériger Fokussierungspunkte betragt an der Stelle, wo 
Richtungsdoppelfokussierung eintritt, das Doppelte der Entfernung ihrer Hauptbahn 
voneinander (nebenbei bemerkt gilt dies auch fiir einfach richtungsfokussierende 
Anordnungen an der Fokussierungsstelle). Die Feldbedingungen fiir Richtungs- 
doppelfokussierung in einem bestimmten Bereich um den Hauptkreis und fir 
Geschwindigkeitsfokussierung kénnen in Form von Differentialgleichungen fiir die 
Feldkomponenten am Hauptkreis angegeben werden. Die Bedingungen fiir Ge- 
schwindigkeitsfokussierung haben eine einfache Bedeutung: am Hauptkreis mu8 
die vom elektrischen Feld ausgetibte Kraft der Zentrifugalkraft gleich sein. Wie es 
wegen des am Hauptkreis herrschenden Gleichgewichtes sein mu, ist die vom 
magnetischen Feld verursachte Kraft diesen beiden Kraften dem Betrage nach 
gleich, jedoch entgegengesetzt gerichtet. Die Auffangebene, auf der die Fokussierungs- 
punkte liegen, steht nicht senkrecht auf die Hauptbahn, sondern zu dieser um einen 
Winkel geneigt, der angegeben ist. Bei Beriicksichtigung der Glieder zweiter Ordnung 
zeigt sich, daB das Offnungsfehlerscheibchen gewodhnlich von einer Kurve vierter 
Ordnung eingeschlossen wird (die jedoch in eine Ellipse iibergeht, wenn das Feld 
gewisse weitere Symmetrieeigenschaften besitzt; dies wurde nicht niher ausgefiihrt). 
Als die der Linienbreite entsprechende GréBe wird der Durchmesser der Fehler- 
scheibchen verwendet, der durch die Verbindungslinie der Fokussierungspunkte erster 
Ordnung herausgeschnitten wird. 

Eine Weiterentwicklung der Glaserschen Methode wird noch weitere Feld- 
bedingungen aufzeigen, deren zusatzliche Erfiillung wiinschenswert ware, etwa Be- 
dingungen tiber méglichst geringe Bildfehler. Da sich schon der Uberlagerung von 
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wenigen Feldern praktische Schwierigkeiten entgegenstellen, wird man besser durch 
zweckmaBig geformte Elektroden und Polschuhe versuchen, Felder aufzurichten, 
die den Feldbedingungen fiir den Hauptkreis geniigen. Driickt man sie mit Hilfe 
der Potentialfunktion Q aus, so haben sie eine iibersichtliche Gestalt, werden jedoch 
auBerst unhandlich, wenn man Q durch die Feldkomponenten ausdriickt. Man wird 
die Lésung dieser Probleme etwas vereinfachen, wenn man mit Feldern héherer 
Symmetrie arbeitet. Bis dahin wird man sich damit begniigen miissen, die fiir den 
jeweiligen Zweck wichtigsten Bedingungen herzustellen. 

Ein weiterer Umstand, dessen Beriicksichtigung wichtig ist, ist die Abhangigkeit 
der Masse von der Geschwindigkeit. Eine Arbeit von W. E. Millet’, in der die 
Hennebergsche Feldanordnung auf den relativistischen Fall hin untersucht wird, 
zeigt, daB sich bei hohen Geschwindigkeiten bemerkenswerte Einfliisse geltend machen. 
Eine Verallgemeinerung der in der vorliegenden Arbeit verwendeten Methoden auf 
relativistische Massenveranderlichkeit wird also unumganglich sein. 

Eine weitere Aufgabe, die der Lésung harrt, ist es festzustellen, ob es auch 
Anordnungen mit kreisférmigen Hauptbahnen fiir verschwindenden Offnungsfehler 
gibt. Fir gerade Hauptbahnen, die mit den Symmetrieachsen der betrachteten 
rotationssymmetrischen Felder zusammenfallen, hat W. Glaser einen Feldverlauf 
angegeben, dessen Offnungsfehler Null wird’. Bei der Ubertragung dieser Feldform 
auf kreisférmige Hauptbahnen wird man von den rotationssymmetrischen Feld- 
anordnungen abgehen miissen, wie dies etwa 1944 bereits H. Marschall® getan hat. 

Zunachst wird es aber am notwendigsten sein, die Feldbedingungen fiir ver- 
schwindende Bildfehler und deren Zusammenhinge mit den Bedingungen fiir 
Richtungsdoppelfokussierung zu untersuchen, wozu man die schon in der Glaserschen 
Arbeit vorgenommene Reihenentwicklung der Felder verwenden wird. Eine Be- 
arbeitung dieser Probleme soll demnachst veréffentlicht werden. 

An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. W. Glaser fiir die Anregung zur 
Arbeit und Herrn Prof. Dr. H. Thirring fiir die erwiesene Foérderung meinen 


ergebensten Dank aussprechen. 
(Bingegangen am 18. April 1951.) 


Uber ein Stabilititsproblem bei den durch Kriimmung 
steif gemachten Mefbandern. 
Von 
P. Funk, Wien. 


Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird eine Theorie des Eintretens der Labilitat bei einem mit der 
hohlen Seite nach auBen gekriimmten MeBband gegeben. Bemerkenswert ist, daf hier nicht 
das Jacobische, sondern das Legendresche Kriterium herangezogen werden muf. 


Summary. A theory is furnished about the occurrence of instability in case of an arched 
measuring tape, the hollow side outwards. It may be noticed that in this case not the Jacobi 
but the Legendre criterion must be utilized. 

Résumé. Voil& une théorie sur l’événement de J’instabilité d’un ruban de mesure courbé, 
le cdté creux aA Vextérieur. Il est remarquable qu’il faut employer en ce cas non pas le critére 
de Jacobi mais celui de Legendre. 


7 W. E. Millet: Physic. Rev. 74, 1058 (1948). 
8 W. Glaser: Z. Physik 116, 19 (1940). 
9 H. Marschall: Physik. Z. 45, 1 (1944). 
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I. Einleitung. 


Im folgenden soll eine Theorie jener Erscheinungen gegeben werden, die bei 
einem durch Kriimmung steif gemachten StahlmeSband zu beobachten sind, wenn 
man das MeBband mit der hohlen Seite nach auBen biegt. Dabei sind nur solche 
Biegungen gemeint, bei denen die Zentralachse, das ist die Verbindungslinie der 
Querschnittsschwerpunkte, eine ebene Kurve bleibt. Die Mittelfliche des MeB- 
bandes, die wir urspriinglich als Teil einer Kreiszylinderflache ansehen wollen, wird 
bei dieser Biegung zu einer Flache mit negativem Kriimmungsma8. Am einfachsten 
wird diese Biegung erzeugt, indem man das MeBband mit der hohlen Seite nach 
aufwarts herauszieht, einseitig halt und der Wirkung der Schwerkraft tberlaBt. 
Will man die Schwerkraft ausschalten, so hat man das MeBband mit beiden Handen 
so zu biegen, daB es sich wahrend der Deformation in einer horizontalen Ebene bewegt. 

Unser Hauptaugenmerk ist dabei auf folgende Erscheinung gerichtet: Wenn man 
eine derartige Biegung vornimmt und das Biegungsmoment eine gewisse Grenze 
iiberschreitet, so tritt zundachst ein Krachen ein und gleichzeitig tritt eine solche 
Verformung des MeBbandes ein, daB der in der Lingsrichtung verbogene Teil aut 
ein kurzes Stiick beschrankt ist, das in der Querrichtung dem freien Auge vollstandig 
abgeflacht erscheint, wahrend der iibrige Teil verhaltnismaBig wenig deformiert ist. LaBt 
man nur die Schwerkraft in der oben angefiihrten Weise einwirken, so tritt der in 
der Querrichtung abgeflachte und in der Liangsrichtung verbogene Teil unmittelbar 
an der Einspannstelle auf. Bei dem oben geschilderten Biegen mit der Hand tritt 
der verbogene abgeflachte Teil meist in der Mitte auf, also dort, wo vor dem EHintreten 
des Krachens das gré8te Biegungsmoment war. Besonders bemerkt sei, daB das 
Ubergangsstiick zwischen dem scheinbar vollkommen abgeflachten Teil und dem 
fast unverbogenen Teil sehr klein ist. Dieser rasche Ubergang soll bei unserer 
Naherungstheorie durch eine Diskontinuitat dargestellt werden. Die nachstehenden 
Darlegungen sind gerade hauptsachlich darauf gerichtet, folgendes zu zeigen: 

Legt man einen den tiblichen Theorien entsprechenden Energieausdruck zugrunde 
und geht man von dem Prinzip, daB eine stabile Gleichgewichtslage durch das 
Minimum der potentiellen Energie gekennzeichnet ist, aus, so ergibt sich bei folge- 
richtiger Beniitzung der Regeln der Variationsrechnung unter einer gewissen ver- 
einfachenden Annahme tatsachlich eine diskontinuierliche Lésung. Die Annahme 
besteht darin, daB bei der Aufstellung des Energieausdruckes vorausgesetzt wird 
der deformierte Querschnitt sei durch zwei parallele Kreise begrenzt. Diese Annahme 
ist zwar nur naherungsweise richtig und trifft insbesondere fiir das kurze, bereits 
obenerwahnte Ubergangsstiick nicht zu', aber es erschien mir doch wiinschenswert, 
das Stabilitatsproblem unter dieser Annahme zu erértern. Labilitat tritt ein, wenn 
die Legendresche Bedingung der Variationsrechnung nicht mehr erfiillt ist. Wahrend 
die meisten Stabilitatsaufgaben (Knicken, Kippen, Ausbeulen usw.) die Anwendung 
des Jacobischen Kriteriums erfordern, steht bei unserer Aufgabe das Legendresche 
Kriterium im Vordergrund. Gelegentlich sind auch schon friiher derartige Probleme 
in der Elastizitatstheorie behandelt worden, allerdings ohne ausdriickliche Berufung 
auf das Legendresche Kriterium der Variationsrechnung?. Gerade dieser letztere 
Umstand legt es mir nahe, die hierher gehérigen Regeln der Variationsrechnung in 
einem einleitenden Kapitel zu erértern und insbesondere auch das Auftreten von 
diskontinuierlichen Lésungen an sinnfalligen Beispielen zu besprechen, da ich an- 


* Beztiglich der wahren Form des Querschnittes vgl. M. Weinel: Z. angew. Math. Mech. 17 
366 (1937). 
2 Vgl. v. Karman: Z. VDI 55 (1911). — L. G. Brazier: Proc. Roy. Soc., Lond., Ser. A 116 


(1927). — E. Chwalla: Z. angew. Math. Mech. 18 (1933); S.-B. Akad. Wiss. Wien., Abt. Ila 
140 (1931). 
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nehme, da8 eine derartige Darstellung den angewandten Mathematikern willkommen 
sein diirfte. 


II. Im folgenden beniitzte Ergebnisse der Variationsrechnung. 
Vorbemerkung. 


Vom 2x-Problem der Variationsrechnung im einfachsten Fall 
\f (a, y, y') da — Extr. 


spricht man dann, wenn sich die gesuchte Kurve in der Form y =y (x) darstellen 
laBt, wobei y als eindeutige, stetige und gewissen Difterenzierbarkeitsbedingungen 
gentgende Funktion von x zu betrachten ist. Vom homogenen Problem 


\F (x, y, %, y) dt — Extr., 

dx . oh ay 

Mate Tae 

spricht man dann, wenn man fiir die gesuchte Kurve irgendeine Parameterdarstellung 
« =x (t), y =y (t) annimmt, wobei x und y eindeutige und stetige Funktionen von t 


9h 


Abb. la. Indikatrixkegel und Caratheodorysche Abb. 1b. Indikatrixkegel und Zermelosche 
Indikatrix (= Hamelsche Eichkurve). Indikatrix. 


sind, die ferner gewissen Differenzierbarkeitseigenschaften geniigen; insbesondere 
wird gefordert, da8 nicht gleichzeitig « und y gleich Null sein sollen. Vom x-Problem 


See : . a 
kann man immer durch eine Substitution x = 2 (t), wobei z > 0, zum ,,xz-Problem 
in homogener Darstellung“ tibergehen. 


[f(xy H)ade= | F(x, y, &, 9) dt > Bxte, 


Die Funktion F sei im folgenden stets als positive und positiv homogene Funktion 
1. Ordnung von x und y vorausgesetzt. Setzen wir nun Z = F (x, Y, a, y), so kann man 
(fiir jeden festgehaltenen Punkt 2, y) diese Gleichung in einem «—y—Z-Koordinaten- 
system als Kegel deuten (Indikatrixkegel). Der Schnitt des Kegels mit Z =1 wird 
in der Literatur meist als Caratheodorysche Indikatrix bezeichnet? (s. Abb. la). Den 


3 Hamel bezeichnete ihn schon friiher als Eichkurve. 
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Schnitt des Kegels mit « = 1 bezeichnen wir als Zermelosche Indikatrix (s. Abb. 1b). 
Beim x-Problem haben wir nur an jene Kegelhalfte zu denken, fiir die x > 0. Beim 
x-Problem ist die Zermelosche Indikatrix identisch mit jener Kurve, die man erhalt, 
wenn man die Gleichung Z =f (a, y, y’) in einem Z—y’-Koordinatensystem als Kurve 
deutet. Um eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen, ist es zweckmafig, an ein gewohn- 
liches Brachystochronenproblem zu denken, das heiSt an ein Problem der kiirzesten Fahr- 
zeit, wobei die Geschwindigkeit als Funktion des Ortes und der Richtung vorgegeben 


erscheint: 
(a, yy") v(e ¥: 
ed y> a“ 


Der Hodograph, das heiBt jene Kurve, bei der der absolute Betrag der Geschwindig- 
keit als Funktion der Richtung durch einen in die betreffende Richtung weisenden 
Radiusvektor dargestellt wird, ist dann identisch mit der Caratheodoryschen 


Indikatrix: eet ° 
. . y 
V+ y=v (2, Y, ZI: 


Im folgenden sprechen wir von einem Ausgangskurve-Punkt-Problem, wenn wir fiir 
die untere Grenze eine vorgegebene Ausgangskurve vorschreiben und als obere Grenze 
einen vorgegebenen Punkt betrachten. Tritt an Stelle der Ausgangskurve ein Punkt 
auf, so sprechen wir von einem Punkt-Punkt-Problem. 


1. Hamiltonsche Grundformeln. 


Betrachten wir fiir ein beliebiges Ausgangskurve-Punkt-Problem oder fiir ein 
Punkt-Punkt-Problem den Wert des Extremums als Funktion der Koordinaten der 
oberen Grenze 


jae aed ° . 
I (x,y) =\f(a,y,y')de baw. I (a,y) =\F (x,y, &, 9) dt, 
%, Yo %o» Yo 
so lauten die sogenannten Hamiltonschen Grundformeln 
ol i ol 
og =f thy: ame (1) 
bzw. 
ol ol 
te: Nee oe = Ly. (la) 


Analoge Formeln ergeben sich beim Punkt-Punkt-Problem, wenn man die untere 
Grenze variiert, mit negativem Vorzeichen. 


2. Legendresches Kriterium. 


Neben der Bedingung, daf fiir die Extremale die Euler-Lagrangesche Differential- 
gleichung erfillt sein mu8, tritt als weitere notwendige Bedingung fiir die Existenz 
des Minimums hinzu, daB fiir jeden Punkt der Extremalen die Legendresche Bedingung 
erfiillt sein muB. Fiir das inhomogene Problem lautet sie 


fo saeeeniOs (2) 
Sie besagt, daB die Zermelosche Indikatrix eine nach oben zu konkave Kurve ist. 
Fiir das homogene Problem ergibt sich dementsprechend die Forderung, da& der 
Indikatrixkegel bzw. die Caratheodorysche Indikatrix konvex sein mu8. In neuerer 
Zeit hat Caratheodory fir (1) und (2) neue Beweise gegeben*. Eine dem Cara- 


* Vgl. C. Caratheodory: Variationsrechnung und partielle Diff. Glen. 1. Ord. Leipzi 
Berlin, Teubner 1935. Ig rd. Leipzig & 
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theodoryschen Gedankengang entsprechende Herleitung 1a8t sich, wenn man einige 
naheliegende, allerdings vom Standpunkt der reinen Mathematik nicht sachlich 
bedingt erscheinende Annahmen macht, in recht anschaulicher Form geben. Diese 
Herleitung will ich im folgenden kurz andeuten. 


Wir machen die Annahme, da es in der Nahe einer Ausgangskurve C zu jedem 
beliebigen ,,Zielpunkt‘‘ P eine und nur eine von der Ausgangskurve zu ihm fihrende, 
das Minimum liefernde Extremale gibt; ferner, daB der Wert des Minimums 
Ip =I (x,y) eine samt ihren ersten Differentialquotienten stetige Funktion sei. 
Dann folgt aus der Definition des Minimums fiir das homogene Problem bzw. fiir 
das inhomogene Problem in homogener Darstellung 


| F (a, y, & y) dt —I =| (F (x, y, &, y) — (In +1, y)} dt =0. (3) 
Das Gleichheitszeichen gilt fiir die Extremale Po, P (s. Abb. 2), 
wahrend fiir alle iibrigen Kurven Py P das Ungleichheits- 


zeichen gilt. Daraus folgt aber unmittelbar, da8 fiir jedes 
Linienelement 


F (x, y, & y) —(In%+TIyy) 20 (4) 
ist. Ware namlich diese Ungleichung fiir irgendein Linien- 
element durch P nicht erfiillt, so kénnte sie auch langs eines 
kleinen Wegstiickes PP’ aus Stetigkeitsgriinden fiir alle 
Linienelemente nicht erfiillt sein. Betrachten wir nun eine 
Kurve Poy’ P’ P, wobei Po,’ P’ eine fiir den ,,Zielpunkt“ P’ 
das Minimum liefernde Kurve sei, dann wirde sich “Ci Fav ioneshieas Besoin 
Widerspruch mit (3) ergeben. Die linke Seite von (3) una des Legendreschen 
wirde ja dann langs Po,’ P’ gleich Null sein und langs Kriteriums. 

P’P kleiner als Null. Anderseits mu8B fiir jeden auf 

der Extremalen Po,;P liegenden Punkt P* die Minimumeigenschaft erfiillt sein. 
Differenziert man das Integral (3), indem man sich P durch P* ersetzt denkt, 
nach der oberen Grenze, so ergibt sich fiir das in P einmiindende Linienelement von 
PoP das Gleichheitszeichen. Deutet man Z* =I,«“-+I1,y als Ebene in unserem 
x—y—Z-Koordinatensystem, so folgt aus (4), daB Z* die Tangentialebene an unserem 
Kegel sein mu8 und ferner, daB die Kegelordinate in der Umgebung gré8er sein muB 
als die Ebenenordinate. Hieraus ergeben sich aber sofort ‘die Hamiltonschen Formeln 
und das Legendresche Kriterium. 


Abb. 2. Zur Ableitung der 


3. Weierstra8-Erdmannsche Eckenbedingungen. 


Fiir Variationsprobleme, wo die das Minimum liefernden Kurven Unstetigkeiten 
des Differentialquotienten aufweisen®, lassen sich bei einfachen Brachystochronen- 
problemen unmittelbar einleuchtende Beispiele geben. Abb. 3 stellt einen Hodographen 
dar, ahnlich wie er dem Segeln mit einem schwachen Motor entspricht. Beim Fahren 
gegen den Wind mu8 man bekanntlich kreuzen. Dabei sind die beiden ausgezeichneten 
Richtungen, (1) unmittelbar vor und (2) unmittelbar nach dem Kreuzen gekennzeichnet 
durch die Richtungen, die vom Mittelpunkt aus zu den Endpunkten der Doppel- 
tangente an den Hodographen hinfiihren. Zu einem anderen anschaulichen Beispiel 
gibt der Hodograph AnlaB, den man erhalt, wenn man die beim Aufstieg mit Skiern 
moéglichen Geschwindigkeiten sich aufgetragen denkt, dem Extremalenknick ent- 
spricht hierbei die sogenannte Spitzkehre. 


5 Vgl. C. Caratheodory: Math. Ann. 62 (1906), wo auch die hinreichenden Bedingungen 
bei solchen Problemen erértert werden. 
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Der analytische Ausdruck hierfiir, das heiBt die Bedingungen, denen die den 
Doppelpunkten entsprechenden RichtungsgréBen bei der Zermeloschen bzw. bei der 
Caratheodoryschen Indikatrix geniigen miissen, sind die sogenannten Weierstraf- 
Erdmannschen Eckenbedingungen 

fy = [fy Ie 


bzw fy yh = — fy yds (5a) 
) (ri Wl 
[Poh = (Pyle (5b) 


Fir den Fall, daB das Variationsproblem nur von der Richtung und nicht vom Ort 
abhangt, sind die Extremalen Gerade und hier lat sich diese Tatsache elementar- 
geometrisch sofort einsehen. Anstatt nach dem Mini- 
mum zu fragen, fragen wir, wie weit man in der 
Zeiteinheit gelangen kann und man sieht leicht ein, 
da8 man alle Punkte der kleinsten konvexen Hiille 
des Hodographen erreichen kann. Will man etwa 
den Punkt P von DD’ (Abb. 3) erreichen, wobei 
DP:DD' = q ist, so beniitzt man den Weg OO’ P, 
wobei O’D:OD =q. Der Beweis ergibt sich un- 
mittelbar, wenn man bedenkt, daB der im Verhalt- 
nis g: 1 verkleinerte Hodograph um O’ die in der 
Zeit gq auf geradlinigem Weg erreichbare Grenze 
Abb. 3. Hodograph. darstellt. Der Beweis fiir den allgemeinen Fall er- 
gibt sich leicht durch Anwendung der Hamiltonschen 
Formeln, indem man den Eckpunkt variiert und dementsprechend das Variations- 
problem in ein gewodhnliches Minimumproblem umwandelt. 


4. Verallgemeinerung fiir Variationsprobleme mit Nebenbedingungen. 


Fir ein Problem mit Nebenbedingungen 


f(t, Yar Ys Ya. Yn) Oe — Enxtr,, 
Gy Ax Yas oO nies ie Oa ee) 
hat man in bekannter Weise fiir die Hamiltonschen Formeln f zu ersetzen durch 
D =f Ag Gi de Ga tn Sue 


Fir das Legendresche Kriterium ergibt sich in diesem Fall die Bedingung, daB alle 
Wurzeln der Gleichung 


4) ta) 
®,, yy —— Le ®,,/ Yo Poe eeee ®,,; Yn’ = aya fe" aoe 
WU Yu 
ta) 0 
®,, yy Gy, OY Seibiow & ®,, Un’ rae cee ci 
e e e zs us 
Day 6, PRO @ —p eo, Com 
a ee vee yn" dy_t || = 9 (6) 
Og, Og, og, 0 (0) 
By, eh Gatetensuate ay. atte tor errakene 
gm Ogm gm 
a Ee ne ka cieltng: 0 


groBer oder gleich Null sein miissen. 
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III. Aufstellung des Energieausdruckes. 


Bezeichnungen: 
Dette oe Kriimmungsradius der Zentralachse. 
Os ete wer Kriimmungsradius der Schnittkurve von Querschnittebene und Mittelflache. 
Opie sons Dieser Kriimmungsradius im urspriinglichen Zustande. 
livsney. ae Dicke des MeBbandes. 
Dicoters ive Breite des MeBbandes im abgeflachten Zustande. 
Rise Lange des MeBbandes. 
EH, v.... Elastizitatskonstanten. 
Cee Bogenlange in der Langsrichtung der Mittelflache im unverzerrten Zustand. 
Ce eee Bogenlange in der Querrichtung der Mittelflache im unverzerrten Zustand. 
dj =ds, > ds,. 
€;, €,... Verzerrungsgréfen in der Lings- bzw. in der Querrichtung. 
CT Died Bedeutet in der Querschnittebene den Abstand eines Punktes von der 
Nullinie des Querschnittes. 
(Lee Winkel der Tangente der Zentralachse. 


Fiir den Ausdruck der Formanderungsarbeit gewinnen wir nach der itiblichen 
Naherungstheorie (vgl. etwa Timoschenko, Theory of Elastic Stability, New 
York & London: McGraw-Hill, 1936, S. 419ff., mit den dort angegebenen Vernach- 
lassigungen) einen Ausdruck von der Form V = V, + V,, wobei 


E hs I 1 1 \2 eee I 

Viasat e—z,) 29 alo a4 
Dabei sind Schubspannungen vernachlassigt, eine Annahme, die natiirlich fiir die 
obengenannten Ubergangsstiicke nicht zulassig ware. Nun wollen wir noch, wie bereits 
in der Einleitung erwahnt, voraussetzen, da der Kriimmungsradius in der Quer- 
richtung konstant sei, daB also der Querschnitt jeweils durch Kreise begrenzt sei. 
Wenn man annimmt, daB im Querschnitt senkrecht zur Stabachse keine Schubspan- 
nungen vorhanden sind, so folgt 


Va= say J (Ue + &e)*§—2 1 —») & ea] df. 


Die in der Mittelflache in der Querrichtung wirkenden Spannungen kénnen gleich 
Null gesetzt werden. Dies ergibt in Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz 


fy == 0° £5. 
Wir erhalten somit 
Eh 
Ve = ao © \\ é,2df. 


Die Annahme, da8 @ innerhalb des Querschnittes konstant ist, fiihrt dazu, daB wir 
fiir die Form des Querschnittes der Mittelflache ansetzen koénnen: 


Z= 9 (1—cos*) ze, 


wobei z, so bestimmt werden mu8B, da8B z =0 mit dem Schwerpunkt des Kurven- 


stiickes zusammenfallt. 
Es wird daher, wenn man sich bei der Entwicklung der trigonometrischen Funktion 


auf die Glieder niedrigster Ordnung beschrankt*®, 
_ BF f/ 28, = 1 
TINS: 3° 
6 Die Beriicksichtigung héherer Potenzen wiirde die numerischen Ergebnisse nicht wesentlich 


beeinflussen und soll hier mit Riicksicht auf eine noch spater zu machende Bemerkung unter- 
bleiben. 
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Nach der iiblichen Naherungstheorie (vgl. Timoschenko, S. 419ff.) ist 


und somit 


Nach Durchfiihring der Integration nach s, ergibt sich: 


rah Cong hte | 
2 720 pepe ees 


8,=0 


Ves 


Somit fiir die gesamte Formanderungsarbeit, wenn man auch in JV, die Integration 


nach s, durchfiihrt und * = # setzt: 


1= LD 
Yo atta (tava) et eg) pwr ore 
$1 


=0 


IV. Diskussion des Variationsproblems. 

Das zu behandelnde Variationsproblem besteht nun im Falle der ausgeschalteten 
Schwerkraft darin, daB V zu einem Minimum gemacht werden soll. Dabei haben 
wir noch folgende Nebenbedingungen zu beriicksichtigen: 

dx dy __.. 
“ds, = cos d, “ds, = sin 0, (7) 
wobei « und y raumfeste Koordinaten in der Ebene der Zentralachse bedeuten. 


Als unbekannte Funktionen haben wir nun 
@ (81), Y¥ (81), ® (81), @ (81) 
zu betrachten. Als Randbedingungen haben wir zu beriicksichtigen: 
u(0)=%, «(L)=%, (0) =%, 
y¥(0)=y¥%, yLh=y, 8(L) =%,. 


Denken wir uns das MeBband in der in der Hinleitung geschilderten Weise der Wirkung 
der Schwerkraft iiberlassen, so miiBte unserem Integral noch ein die Wirkung der 
Schwerkraft enthaltendes Glied etwa von der Form 


S =f gry ds, 


(q ist das Gewicht pro Langeneinheit) zugefiihrt werden und das Ende s, = LZ wiirde 
als freies Ende zu behandeln sein. An Stelle der Einfiihrung von 2 und y durch (7) 
kann man auch 

4 = L 3 = L 
\ cos 8 ds, = 2, — %p, | sin 0 ds, = ¥,; — Yo. 


8 = 0 8 = 0 


als isoperimetrische Nebenbedingungen einfiihren. In dem Falle der geschilderten 
Einwirkung der Schwerkraft entfallen mit Riicksicht auf das freie Ende diese iso- 
perimetrischen Nebenbedingungen. 


Fiir die gesuchte Funktion @ werden beiderseits keine Randbedingungen vorge- 
schrieben. 
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Um die Randbedingungen zu realisieren, hatte man sich an den beiden Enden 
des MeB8bandes in der Mitte in der Richtung der Zentralachse etwa einen Dorn 
angelotet zu denken und nur diesen als festgehalten zu betrachten. 

Wir fihren nun abgekiirzte Bezeichnungen ein: 

1—»? b4 ; ; 
BO neg Fe aise, 


Qo bh 
cane 12 


caw 
und erhalten dementsprechend 
§ =L 
V= i LEE 1 {72 1 2 42 1)2 9 , : 
ir esas (1 + wa? x?) + (%— 1)? + 27’ (x — 1)}ds,—> Min. 
= 


Wir bezeichnen den Integranden mit F und beriicksichtigen zunachst die Bedingung 


or 
canien 
und erhalten 
l—ypv’ 
Bee ie ho (8) 
und dementsprechend ein neues Variationsproblem in der Form 
Sy = L 
| & (2’) ds, > Min, 
6, =0 


wobei sich © (z’) schreiben la8t in der Form 


y2 
paaes 
- Ries Lit yr oh we _ 2rprr’s 
OG =—77+ 1 me 1 per? 14 pr? (9a) 
beziehungsweise 
y v 
jee al I ee 
G (c') = e2— Qe’ + oo | a c (9b) 
Un l+ipt’ ’ 


Dabei hat sich beziiglich der Rand- und Nebenbedingungen nichts geadndert. Die 
Legendresche Bedingung verlangt die Berechnung der Determinante (6). Aber wie 
man leicht sieht, la8t sich das Resultat einfach aussprechen in der Form 

Cea) 


an = 9. 


Wenn man die Biegung des MeBbandes durch Einwirkung der Schwerkraft in der, 
in der Einleitung geschilderten Weise bewirkt, entfallen die isoperimetrischen Neben- 
bedingungen und wir haben es mit einem Variationsproblem von einer einzigen Ver- 
anderlichen t zu tun. Wir gelangen naturgemaB zu demselben Stabilitatskriteri'um 
wie oben. Abb. 4a bzw. 4b enthalt die Darstellung der Zermeloschen Indikatrix, 
das heiBt die Kurve © = & (t’). Zur Ermittlung der Wendepunkte beniitzen wir (9b) 
und erhalten 


Da w ~ 20 und y ~ 0°3, erhalten wir fiir die kleinere Wurzel unter Vernachlassigung 
samtlicher Glieder, in welchen ~ im Nenner vorkommt, als Naherungswert 


i 1 


Up Gee cae 


fei sey Be 
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: : ; 1 5 
Fiir die gréBere Wurzel erhalten wir, wenn wir nach Potenzen von LaaG entwickeln 
und hodhere Potenzen vernachlassigen, den Naherungswert 


Denken wir uns nun das MeBband an irgendeiner Stelle quer durchgeschnitten und 
eine der jeweiligen Querschnittsform des undurchschnittenen MeBbandes angepaBte 
Einspannvorrichtung angebracht und betrachten wir nun die durch eine Drehung 
dieser Einspannvorrichtung bewirkte Anderung der gesamten potentiellen Energie, 


15,0 00750 
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Abb. 4a. Zermelosche Indikatrix © (t’) fir das ,,MeBband- Abb. 4b. Linke untere Ecke von 
0 (t’) Abb. 4a hundertfach vergré8ert. 


problem‘‘ und Biegungsmoment M (rt) = Be? 
so ergibt sich, daB der Differentialquotient der fiir die Energieanderung notwendigen 
Arbeit und somit der Differentialquotient der Energie selbst nach dem Drehwinkel 
gleich dem Einspannmoment St ist. Differenzieren wir aber das Integral unseres 
Variationsproblems nach 1, so ergibt sich aus den Hamiltonschen Formeln (vel. II, 
Punkt 1) der Wert m EI a© (t’) 
heh 2(1— 7?) ey? 

(vgl. Abb. 4a, dort wurde u = 20 angenommen). 

Wenn bei der Biegung des MeBbandes an der Stelle, wo die starkste Kriimmung 


: : - 1 pres : 
auftritt, die Kriimmung den Wert ign tiberschreitet, so tritt Labilitat ein, 
was sich durch ein Krachen bemerkbar macht. 
Das zugehérige Biegungsmoment ist gegeben durch 


EE Ss TG) 
Me = 2 (1— 7) @, =| ot’ pero 


1 


Dieser kritische Wert des Biegungsmomentes (in dem Falle, daB die Biegung durch die 
Schwerkraft hervorgerufen wird, der kritische Wert des Einspannmomentes) 14Bt 
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sich leicht messen. Hierdurch ergabe sich eine Méglichkeit, den Elastizitatsmodul 
zu schitzen. Nach Uberschreiten des kritischen Biegungsmomentes tritt jene bereits 
in der Hinleitung geschilderte Gleichgewichtslage ein, bei der ein jiher Ubergang vom 
abgeflachten Stiick des Me8bandes in ein fast undeformiertes Stiick deutlich zu sehen 
ist. In unserer Theorie ist dieser jahe Ubergang durch einen plétzlichen Ubergang 
des Wertes 1,’ (~ 0°00175) in den Wert t;;’ (~ 1) dargestellt, die den Beriihrungs- 


punkten der Doppeltangente entsprechen. Da nach (8) x (z,’) ~> und x (tz;') ~0 


geht also bei diesem Ubergang ein fast undeformiertes Stiick des ‘MeBbandes in ein 
fast vollkommen abgeflachtes Stiick iiber. Fiir das abgeflachte MeSband gilt +’ ~ 1, 


also } ~ >, Ubereinstimmung mit einer bereits friiher gemachten Bemerkung’. 


0 
Die WeierstraB-Erdmannschen Eckenbedingungen statisch gedeutet, wiirden sagen, 
da8B sich Biegungsmoment und Langskraft auch dort, wo sich die Kriimmung un- 
stetig andert, stetig andern miissen. 


Um (5a) bzw. die entsprechenden Formeln mit ® zu deuten, hat man die potentielle 
Energie mit Hilfe der Hamiltonschen Formeln nach L zu differenzieren. Dabei hat 
man sich wieder eine geeignete Einspannvorrichtung zu denken und hat die Arbeit, 
die man leistet, wenn man das MeBband durch die Einspannvorrichtung hindurch- 
schiebt, nach der Verschiebung zu differenzieren und erhalt dementsprechend die 
Langskraft. An der Ubergangsstelle gibt unsere Theorie nur ein derb verzerrtes Bild 
der Wirklichkeit. Man koénnte vielleicht eine den tatsachlichen Verhaltnissen noch 
besser angepaBte Theorie erhalten, wenn man die Mittelflache des Querschnittes 
nicht von vornherein als Kreisbogen annimmt, sondern einen Ansatz macht, der 
einige Freiwerte enthalt. 


Wenn man von der neuen Gleichgewichtslage ausgeht und die die Biegung be- 
wirkende Kraft herabsetzt, so gelangt man wieder zu einer Grenze der Stabilitat, 


sobald im abgeflachten Stiick die Kriimmung an einer Stelle unter den Wert = nee 
herabsinkt. Das Eintreten der Labilitat ist wieder mit einem Krachen verbunden. 
Zwischen 1,’ und t,,’ ist das Legendresche Kriterium nicht erfillt, also entspricht 
diesem Teil der Kurve kein realisierbarer Zustand. Bereits oberflachliche Beobachtung 
14Bt erkennen, da8 die Annahme kreisbogenformigen Querschnittes hier nicht mehr 
zulassig ist, so daB man also hier von vornherein nur qualitative Ubereinstimmung 
unserer Theorie mit den tatsachlichen Verhaltnissen erwarten kann. 


(Hingegangen am 16. Mai 1951.) 


Buchbesprechungen. 


Grundlagen der Atomphysik. Eine Einfiihrung in das Studium der Wellenmechanik und Quanten- 
statistik. Von H. A. Bauer. Vierte, umgearbeitete und bedeutend erweiterte Auflage. Mit 
244 Textabb., XX, 631 8. Wien: Springer-Verlag, 1951. Geb. S 186.—, sfr. 46.—, $ 10.70, - 
DM 45.—. 


Der Verfasser gibt einen guten Uberblick ttber die Entwicklung und den gegenwartigen 
Stand der Atomphysik, die heute im Mittelpunkt des Interesses immer weiterer Kreise steht und 
deren Bedeutung fiir Wissensgebiete, deren Zusammenhang mit der Physik noch vor kurzem 
nicht unmittelbar erkennbar war, immer deutlicher wird. Der Bedarf fiir eine auf das Wesentliche 
beschrankte, dennoch aber liickenlose Darstellung ist zweifellos vorhanden und dem Verfasser 
ist auch tatsachlich ein leicht verstindlicher, whersichtlicher Aufbau des Stoffes gelungen, der 


7 Vgl. Z. angew. Math. Mech. 14, 251 (1934). 
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trotzdem wissenschaftliche Strenge und eine gewisse Vollstandigkeit nicht vermissen 14Bt. Wer 
sich genauer informieren will, wird gewissenhaft auf die einschlagige Literatur verwiesen. 


Das Bestreben des Verfassers, seine Darlegungen dem neuesten Stand ‘anzupassen, hat zu 
einer groBen Erweiterung des Umfanges auf nahezu das Doppelte geftthrt. Viele Erganzungen 
sowie die Neubearbeitung ganzer Abschnitte waren notwendig. So werden die Schrédingersche 
Stérungstheorie und ihre Anwendungen, die Diracsche Theorie und die Quantenstatistik (gleich- 
falls nebst Anwendungen) in eigenen Hauptabschnitten behandelt. 


Das Einfiihrungskapitel ,,Die Teilchenstruktur der Materie‘‘ wurde durch Aufnahme der 
neuen bzw. vervollkommneten Forschungsgerate der Kernphysik (Uranbrenner, Elektronenturbine, 
Zyklotron, Synchotron, Synchro-Zyklotron, Synchro-Betatron) sowie der Atombombe erweitert, 
ein ebenfalls neuer Abschnitt ist der Verwendung kinstlich radioaktiver Kerne in der Medizin 
gewidmet. In das ausfiihrliche Sachverzeichnis wurden die Mittelwerte der Atomkonstanten sowie 
wichtige MaSeinheiten aufgenommen. 


Das Buch kann allen, die sich iiber die Ideen und Methoden der modernen Atomphysik 
informieren wollen, warmstens empfohlen werden. F, Magyar, Wien. 


Micro-Wave Measurements. Von H. WM. Barlow und A. LZ. Cullen. Mit 214 Textabb., XVI, 
399 S. London: Constable and Company Ltd. 1950. Geb. 30s. net. 


Mit dem Fortschreiten der Zentimeterwellentechnik muften auch MeBmethoden entwickelt 
werden, die den nicht mehr quasi-stationaren Verhaltnissen der Schaltelemente dieses Anwendungs- 
gebietes Rechnung tragen. Messungen tiber das Verhalten elektrischer Unstetigkeiten beim 
Fortschreiten gefiihrter Wellen nehmen in dem Buch daher eine dominierende Stellung ein. 


Die ersten drei Kapitel dienen dem Vorstudium und behandeln die grundlegenden Eigen- 
schaften der im Hohlleiter gefiihrten Wellen sowie die Transformationsverhaltnisse des Feld- 
wellenwiderstandes. Den Abschlu8 des einfiihrenden Teiles bildet die Untersuchung des Hohlraum- 
resonators, seines Giitefaktors und die Fragen der Ankopplung eines derartigen Schwingungs- 
kreises. 


Nach dieser Einfithrung schreitet der Leser zu dem eigentlichen Kern des Buches. Hierbei 
wird mehr auf eine ausfihrliche Darstellung der Grundlagen Gewicht gelegt als auf die Be- 
schreibung konstruktiver Einzelheiten eines Geradtes. In den neun Hauptkapiteln werden die 
verschiedenen MeSmethoden erértert. Hier werden behandelt: Einrichtungen zur Messung der 
Wellenlange und der Frequenz, denen der Resonanzeffekt eines Hohlraumresonators zugrunde 
liegt. Daran schlieBt sich ein umfangreiches Kapitel, das in sehr instruktiver Weise die grund- 
legenden Fragen der Anpassungs- und Ubertragungssysteme behandelt. Die folgenden beiden 
Kapitel beziehen sich auf die MeBmethoden fir Leistung, Dampfung und Gitefaktor. Es folgt 
eine Darstellung tiber die Methoden zur Bestimmung der elektrischen Eigenschaften der Stoffe 
bei héchsten Frequenzen. Den Abschlu8 des Werkes bilden drei Kapitel, die fiir den Radar- 
ingenieur besonders interessant sind. Sie behandeln Messungen an Empfangern, Sendern und 
Antennen in diesem Wellengebiet. 


Im Anhang werden einige theoretische Erlauterungen zu dem Inhalt des Buches gegeben. 
Jedes Kapitel wird durch Literaturhinweise abgeschlossen, die sich fast ganzlich auf die englisch- 
amerikanische Literatur beziehen und bis in die letzte Zeit reichen. 


Eine groBe Zahl instruktiver Abbildungen belebt das interessante Werk, das jedem, der sich 
tiber dieses junge und anregende Gebiet informieren will, bestens empfohlen werden kann. 
H. Konig, Wien. 


Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Einfahrung in die neue Wahrscheinlichkeitslehre | 
und ihre Anwendung. Von R. von Mises. Dritte, neubearbeitete Auflage. IX, 278 8S. Wien: 
Springer-Verlag, 1951. S 78.—, sfr. 18.50, $ 4.30, DM 18.—. 


», Quantitative Wahrscheinlichkeit muf8 definiert werden mit Beziehung zu unbegrenzt gedachten 
Folgen von Beobachtungen oder Experimenten; andernfalls ist eine rational begrtindete 
Anwendung auf die Wirklichkeit nicht méglich. Die relative Haufigkeit der Wiederholung ist 
das Ma8_ der Wahrscheinlichkeit, wie die Ausdehnung der Quecksilbersiule das MaB der 
Temperatur ist.“ 

Diese Grundgedanken, die den Verfasser vor etwa 30 Jahren zur Definition eines neuen, 
logisch geklarten und auf allgemeine Erfahrungstatsachen gestiitzten Wahrscheinlichkeitsbegriffes. 
gefihrt haben, sind inzwischen langst von fast allen Autoren tibernommen und vielfach mit 
modernen mathematischen Hilfsmitteln weiter ausgebaut worden. Das groke Interesse und die 
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begeisterte Aufnahme, die das Buch in weiten Kreisen gefunden hat — es ist nach zwei, 1928 
und 1936 erschienenen, deutschen Auflagen in englischer, russischer und spanischer Sprache 
gedruckt worden —, rechtfertigt allein schon eine neue Ausgabe zur Geniige, ganz abgesehen 
von der Freude und Genugtuung, die den vielen Freunden und Bewunderern des auf so vielen 
Forschungsgebieten erfolgreichen und bahnbrechenden Autors gerade dadurch bereitet wird, da8 
die dritte Auflage abermals in Wien erscheint. 


Manche in der letzten Zeit vorgebrachten Einwande sind wieder verstummt. Heute wird kaum 
mehr ein Mathematiker der Gleichméglichkeitsdefinition einen Vorrang gegeniiber der Haufigkeits- 
auffassung einréumen. Andere mehr ins Metaphysische gehérende Versuche einer Umdeutung des 
Wortes ,,Wahrscheinlichkeit“‘ berithren kaum die strengen Formulierungen des Verfassers, der 
sich als Mathematiker und Naturwissenschaftler von allen in den exakten Wissenschaften un- 
gebrauchlichen Gedankengangen ausdriicklich distanziert. So konnte ein Teil der rein polemischen 
Ausfithrungen wegbleiben und Raum fir Ergdénzungen im dritten, vierten und fiinften Vortrag 
(Kritik der Grundlagen, die Gesetze der groBen Zahlen, Anwendungen in der Statistik und 
Fehlertheorie) geschaffen werden. Der Verfasser behandelt dabei u. a. Beobachtungsfolgen, in 
denen das Prinzip der Regellosigkeit nicht zutrifft und nennt in diesen Fallen den Grenzwert 
der relativen Haufigkeit die ,,Chance“ des betceffenden Merkmales. Im finften Vortrag wird 
zu der von R. A. Fisher eingefiihrten ,,Likelihood‘‘- und ,,Small-sample“-Theorie Stellung ge- 
nommen, die in der industriellen und biologischen Statistik Eingang gefunden hat. Der Verfasser ver- 
tritt die Meinung, daB der Gedanke, aus kleinen Beobachtungsfolgen statistische Schliisse zu ziehen, 
im wesentlichen bereits wieder fallengelassen wird. Entsprechend den Erginzungen ist die Zahl 
der Leitsadtze in der Zusammenfassung von 16 auf 17 erhéht worden. 


Die Gliederung des Stoffes in 6 Vortrage ist beibehalten worden, gelegentliche Wiederholungen 
machen den Leser mit den Hauptgedanken vertraut. Da die zweite, noch in der von Ph. Frank 
und M. Schlick herausgegebenen Reihe ,,Schriften zur wissenschaftlichen Weltauffassung“ 
erschienene Auflage gut bekannt ist, wird es beinahe tberflissig, darauf hinzuweisen, daB das 
Buch klar, gut lesbar und durch méglichste Vermeidung einer mathematischen Zeichensprache 
auch fiir den Nichtmathematiker verstindlich geschrieben ist. Das umfassende Wissen des 
Verfassers und seine streng folgerichtige Beweisfiihrung machen es fir den Leser zu einem 
wirklichen Genu8, in das Wesentliche der Probleme der physikalischen Statistik einzudringen, 
die heute im Mittelpunkt des Interesses stehen. F. Magyar, Wien. 


Tabellensystem fiir schnelle-genaue Berechnung aller durchlaufenden Trager. Von A. P. Skayannis. 
43 8., Tabellen 8. 65—80. Athen: Im Selbstverlage des Verfassers. 1950. 


Das kleine Tabellenwerk baut die Ermittlung der Stiitzmomente eines vollkommen elastischen, 
durchlaufenden Tragers beliebiger Felderzahl und beliebiger Offnungsweiten auf der Methode 
* der Festpunkte auf. Die Tabellen gelten fir feldweise konstantes Tragheitsmoment, feldweise 
konstante Gleichlast und Einzelkrafte in den Zehntelpunkten jeder Offnung. Die Erweiterung 
auf innerhalb der Felder veradnderliches Tragheitsmoment und veranderliche Belastung sowie 
die Beriicksichtigung von Stiitzensenkungen und schlieBlich die Behandlung von Rahmen ist 
geplant. 


Das Biichlein wird sich seinen Platz neben den vielen bereits zur Verfiigung stehenden 
Tafelwerken erobern. H. Parkus, Wien. 


Wave Motion and Sound. Von R. W. B. Stephens und A. HL. Bate. Mit 349 Textabb., VIII, 
448 8. London: E. Arnold & Co. 1950. Geb. 45s. net. 


Das vorliegende Buch stelit eine Kompromiflésung zwischen einer elementaren Einfihrung 
und einem Handbuch fiir Fortgeschrittene dar. Es ist eine Theorie der experimentellen Akustik, 
ein Buch, das man unbedingt gelesen haben miifte, bevor man sich dem Studium der klassischen 
Literatur, der Handbicher und tbrigen theoretischen Werke zuwendet. Der Anfanger findet, 
was er fir das Studium der Akustik benétigt, in whbersichtlicher und anschaulicher Form 
zusammengestellt, aber auch der Fachmann wird nicht enttauscht. 


Einer historischen Einleitung folgen zunachst Kapitel tber periodische Bewegung, tber 
Wellenausbreitung, tiber Schwingungen von Saiten, Staben und Platten. Als besonders gegliickt 
mu die Darstellung der Oberflachenwellen in Flissigkeiten und der Vergleich mit den Meeres- 
wellen, der Ebbe- und Flutbewegung bezeichnet werden. Auch die Ausfithrungen iber Gruppen- 
und Phasengeschwindigkeit sind lesenswert. 


Dem Studium der Reflexion und der Beugung wird das Huygenssche Prinzip zugrunde gelegt, 
wobei auch von der Spiegelung Gebrauch gemacht wird. Die Reflexion an gekrimmten Flachen 
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wird durch mehrere Beispiele erlautert. Ein weiteres Kapitel behandelt die Schallgeschwindigkeit 
und ihre Messung sowie die Ausbreitung von Explosionswellen. Im Rahmen der geologischen 
Akustik wird auf die Love- und Rayleigh-Wellen eingegangen. Der Einflu®8 des Windes auf die 
Schallausbreitung und Temperaturschichtung in der Luft kommt unter anderem in zwei Dia- 
grammen eindrucksvoll zum Ausdruck. Die Theorie des Hérens wird auf der Helmholtzschen 
Resonanztheorie aufgebaut, die heute nicht mehr als giltig angesehen werden kann. Dennoch 
ist die Darstellung so gelungen, das man den Verfassern das Ubergehen der neueren Békésyschen 
Arbeiten nachsehen mu8. Frequenzanalyse, MeBtechnik, Resonanz, musikalische Akustik und 
Raumakustik werden auf die tibliche Art behandelt. Rayleigh-Scheibe, Kathodenstrahloszillo- 
graph und die wichtigsten Mikrophone werden ebenfalls beschrieben. Aus der Theorie der Laut- 
sprecher dagegen wird nur wenig berichtet; es ist nicht ganz korrekt, den Lautsprecher als um- 
gekehrtes Mikrophon zu bezeichnen, da bei Umkehrung der Frequenzgang nicht erhalten bleibt. 
Dann folgt ein Abschnitt tiber die elektromechanischen Analogien und schlieBlich ein Kapitel 
uber Ultraschall. Fiir die Berechnung des Stcahlungsdruckes wird die Rayleighsche Formel 
angegeben, die, wie Cl. Schafer und andere (1939) gezeigt haben, nicht einwandfrei ist. Be- 
merkenswert ist die ungewohnlich klare Durchfithrung der Rechnungen im Anhang. Besondere 
Erwahnung verdienen Anhang 6 iber Kippschwingungen und Anhang 26 iiber die akustischen 
Reziprozitatstheoreme. 

AuBergewohnolich an diesem Buch ist die in meisterhafter Darstellung gebotene Fille des 
Stoffes. HH. Skudrzyk, Wien. 


Structural Theory and Design. Von J. McHardy Young. Band I. Mit 157 Textabb., IX, 285 S. 
London: Crosby Lockwood & Son Ltd. 1950. Geb. 25s. net. 


Das Buch ist als Einfihrung in die Berechnung und Bemessung der Bauteile des Stahl-, Stahl- 
beton- und Holzbaues gedacht. Es werden nur die einfachsten mathematischen Vorkenntnisse 
und uberhaupt keine aus der Mechanik vorausgesetzt. 

Ein einleitendes Kapitel bringt eine Ubersicht ther die technologischen Eigenschaften von 
Stahl, Beton, Holz und Mauerwerk. Es folgt eine Darstellung der einfachsten Grundbegriffe 
der Mechanik und Festigkeitslehre: Gleichgewicht von Kraften, Tragheitsmomente, Biegung 
und Querkrafte. Dann wird der Balken mit statisch bestimmter und anschlieRend mit statisch 
unbestimmter Lagerung behandelt. Der Durchlauftrager erfahrt eine ziemlich ausfihrliche 
Besprechung mit Gegenitiberstellung der verschiedenen Berechnungsverfahren. 

Es folgt ein Abschnitt iitber die Bemessung von Tragern, wobei beim Stahlbeton nur das 
n-Verfahren Erwahnung findet. Als nachstes werden die Fachwerke behandelt und der letzte 
Abschnitt bringt schlieBlich die Berechnung von Saulen und Stittzen. 

Das Buch ist sehr einfach und klar geschrieben und entspricht etwa dem Niveau unserer 
technischen Mittelschulen. Es ist natirlich fir den kontinentalen Benutzer wegen des vollig 
verschiedenen britischen Normen- und Mafsystems nur beschrankt verwendbar. 


H. Parkus, Wien. 


Berichtigung. 
Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band V (1951), S. 129—137. M. Z.Krzywoblo cki, On 
Complete Forms in a Turbulent Three-Dimensional Flow of Compressible Viscous Fluid. 
- 129, Zeile 11 von oben lies: Reynoldsschen Spannungen statt Reynoldsschen Zahl. 
. 129, Zeile 17 von oben lies: Impulsiibertragungstheorie statt Momententbertragungstheorie. 
. 129, Zeile 18 von oben lies: les tensions de Reynolds statt le chiffre de Reynold. 


. 129, Zeile 1 von unten lies: la théorie du transfer des impulsions statt la théorie du transfer 
des quantitées de mouvement. 
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Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band V (1951), S. 211—212. Buchbesprechung List, H., Die 
Verbrennungskraftmaschine. Bd. 4, 2. Teil (L. Richter). 


S. 212, Zeile 1 von oben lies: Spiilvorgang statt Kihlvorgang. 


Autorenverzeichnis. 


Beck, K. H., Diodengleichrichtung bei Zenti- 
meter-Wellen. 8. 11. 

Benischek, J., Allgemeine Berechnung der 
Spannungen in einem durch inneren Uber- 
druck (p atii) belasteten und von aufen 
ungleichmafig erwarmten, kreisférmig ge- 
krimmten Rohre. 8. 117. 

Bereis, R., Aufbau einer Theorie der ebenen 
Bewegung mit Verwendung komplexer 
Zahlen. 8. 246. 

Berger, E. R., Zum zweidimensionalen Feld- 
problem zweier leitender Ebenen. I. Mit- 
teilung. §. 174. 

Bruniak, R., s. Oswatitsch, K. 

—, Vorlesungen tiber héhere Mathematik. Von 
A. Duschek. II. Band. (Buchbesprechung.) 
8. 210. 

—, Raumluftfrage in der Industrie. Von 
O. Oldenhage. Zweite Auflage. (Buch- 
besprechung.) 8. 213. 

Dorr, J., Bemerkung zur Elastizitatstheorie 
der parallelogrammférmigen Scheibe mit 
starren, gelenkig verbundenen Randstaben. 
8. 34. 

—, Bestimmung der Dreheigenfrequenzen einer 
gewissen Gruppe von Wellen mit singu- 
laren Randern. §. 217. 

Federhofer, K., Uber den Tragheitspol des 
eben bewegten starren Systems und die 
Tragheitspolkurve des zentrischen Schub- 
kurbelgetriebes. 8. 240. 

—, Einfihrung in die Baustatik. Von E. Melan 
(Buchbesprechung.) S. 100. 

Franke, H. W., Richtungsdoppelfokussierung 
geschwindigkeits- und massenabweichender 
Teilchen in rotationssymmetrischen, elek- 
trisch-magnetischen Feldern. 8. 371. 

Funk, P., Uber ein Stabilitatsproblem bei den 
durch Kriimmung steif gemachten Mef- 
bandern. 8. 387. 

—, Ordinary Non-Linear Differential Equations 
in Engineering and Physical Sciences. Von 
N. W. McLachlan. (Buchbesprechung.) 
Seclile 

Gauster, W., Hochspannungstechnik. Von 
A. Roth. Dritte Auflage. (Buchbespre- 
chung.) 8. 102. 

Glaser, W., Metallurgical Applications of the 
Electron Microscope. (Buchbesprechung.) 
S. 101. 


Glaser, W., Electromagnetic Theory. (Buch- 
besprechung.) S. 101. 

—, An Introduction to Electronics. Von J. Yar- 
wood. (Buchbesprechung.) S. 216. 

—, Wave Theory of Aberrations. Von H. H. 
Hopkins. (Buchbesprechung.) S. 287. 
Glaser, W. und H. Robl, Apertur und Blen- 

den magnetischer Ubermikroskope. S. 36. 

Goldberger de Buda, R., Zur Frage der 
Entzerrung eines Impulsverstarkers. S. 74. 

Heinrich, G., Studie tiber den Lauf des 
Fleuriais-Kreisels. S. 138. 

—, Experimentelle und theoretische Unter- 
suchungen tiber die Bewegung des pinnen- 
gelagerten, symmetrischen Kreisels. 8. 322. 

Jurecka, W., Die Stabilitat der Schwingun- 
gen in zwei hintereinander liegenden Wasser- 
schléssern. 8. 267. 

Kammerer, C., Stationdre Gasstrémung durch 
ein gerades Rohr mit und ohne Warme- 
durchgang und Reibung. S. 340. 

Kieslinger, A., Tunnelbaugeologie. 
Stini. (Buchbesprechung.) S. 103. 

Kneissler, L., Abri8 der Dauermagnetkunde. 
Von J. Fischer. (Buchbesprechung.) 8.210. 

—, Die Ortskurventheorie der Wechselstrom- 
technik. Von G. Oberdorfer. Zweite Auf- 
lage. (Buchbesprechung.) §S. 212. 

Kober, C. L., Stérung und Storbefreiung von 
Rickstrahlung in Wellenfeldern. S. 1. 
Koch, K. M., Die Abhangigkeit des Curie- 
Punktes der Ferromagnetika vom Magnet- 

feld. 8. 278. 

Konig, H., Micro-Wave Measurements. Von 
H. M. Barlow und A. L. Cullen. (Buch- 
besprechung.) 5. 398. 

Kraus, G., Emm Umkehrungssatz in nicht- 
linearen Wechselstromschaltungen. 8. 48. 

Krick, H., The Magnetic Amplifier. Von J. H. 
Reyuner. (Buchbesprechung.) §S. 213. 

Krzywoblocki, M. Z., On the So-Called 
Principle of Least Work Method. S. 81. 

—, On Complete Forms in a Turbulent Three- 
Dimensional Flow of Compressible Viscous 
Fluid. §. 129. 

Leon, A., Die Edelstahlerzeugung. Von F. 
Leitner und E. Pléckinger. (Buchbe- 
sprechung.) 8. 99. 


Von J. 
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List, H., Scavenging of Two-Stroke Cycle 
Diesel-Engines. Von P. H. Schweitzer. 
Gabe ee ca 8. 215. 

Misys F., s. Oswatitsch, W. 

Alfons nee +. (Persénliches.) S. 285. 

—, Technische Strémungslehre. Von B. Eck. 
Dritte Auflage. (Buchbesprechung.) 8. 98. 

—, Praktische Funktionenlehre. Von F. Télke. 
I. Band. Zweite Auflage. (Buchbesprechung.) 
S. 103. 

—, Integraltafel. Il. Teil. Von W. Grébner 
und N. Hofreiter. (Buchbesprechung.) 
tip eae 

—, Dynamik selbsttatiger Regelungen. Von 
R. C. Oldenbourg und H. Sartorius. 
Zweite Auflage. I. Band. (Buchbesprechung.) 
S. 287. 

—, Vortrige tiber Determinanten und Matrizen 
mit Anwendungen in Physik und Technik. 
Von W. Schmeidler. (Buchbesprechung.) 
S. 288. 

—, Grundlagen der Atomphysik. Vierte Auf- 
lage. (Buchbesprechung.) 8. 397. 

—, Wabhrscheinlichkeit, Statistik und Wahr- 
heit. Von R. von Mises. Dritte Auflage. 
(Buchbesprechung.) §S. 398. 

Melan, E., Leben und Schaffen der Reichs- 
bahn-Briickenbauer Schwedler, Zimmer- 
mann, Labes, Schaper. Von A. Hertwig. 
(Buchbesprechung.) 8. 99. 

Mudrak, W., Diagramme, EinfluSlinien und 
Momente fiir Durchlauftrager und Rahmen. 
Von W. Valentin. (Buchbesprechung.) 
8. 103. 

Nadai, A. L., Das FlieBen von Metallen unter 
verschiedenen Beanspruchungen. (Bericht.) 
S. 182. 

Oswatitsch, K. und R. Bruniak, Uber eine 
Anwendung des Croccoschen Wirbelsatzes. 
(Bericht.) 8. 209. 

Oswatitsch, K. und F. Magyar, Zur Ab- 
leitung des Croccoschen Wirbelsatzes. (Zu- 
schriften.) 8. 284. 

Parkus, H., Die wtberkritische Unterschall- 
stromung. (Bericht.) 8. 97. 

—, Praktische Spannungsoptik. Von L. Féppl 
und E. Ménch. (Buchbesprechung.) 8S. 98. 

—, Neuere Verfahren in der Festigkeitslehre. 
Von H. Hencky. I. Teil. (Buchbespre- 
chung.) S. 210. 

—, Tabellensystem fiir schnelle-genaue Be- 
rechnung aller durchlaufenden Trager. Von 
A. P. Skayannis. (Buchbesprechung.) 
8. 399. 
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Autorenverzeichnis. 


Parkus, H., Structural Theory and Design. 
Von J. McHardy Young. I. Band. (Buch- 
besprechung.) 8. 400. 

Petritsch, E. F., The Growth of Scientific 
Ideas. Von W. P. D. Wightman. (Buch- 
besprechung.) 8S. 104. 

Regler, F., Erzeugung und Messung von Hoch- 
vakuum, Aufbau und Betrieb von Hoch- 
vakuumaggregaten. Von G. Wagner. 
(Buchbesprechung.) S. 216. 

—, Roéntgen- und Radiumphysik fiir Mediziner. 
Von R. Glocker.  (Buchbesprechung.) 
S. 286. 

Richter, L., Die Verbrennungskraftmaschine. 
Herausgegeben von H.List. Band 4, 
Il. Teil. Von H. List. (Buchbesprechung. ) 
S. 201. 

Robl, H., s. Glaser, W. 

Sahliger, K., Ein einfaches Verfahren zur 
Bestimmung der aerodynamischen Kenn- 
werte von diinnen Profilen. S. 310. 

Schultz—Piszachich, W., Beitrag zur for- 
melmaBigen Berechnung der Geschwin- 
digkeitsverteilung gewodlbter Tragfligel- 
profile in Unter- und Uberschallstrémung. 
S. 226. 

—, Beitrag zur formelmaBigen Berechnung der 
stationaren Geschwindigkeitsverteilung um- 
strémter Drehkérper im Unter- und Uber- 
schallbereich. 8. 289. 

Sequenz, H., Energietibertragung mit Gleich- 
strom hoher Spannung. Von K. Baudisch. 
(Buchbesprechung.) 8. 97 

Skudrzyk, E., Aerials for Metre and Deei- 
metre Wave- Lengths. Von R. A. Smith. 
(Buchbesprechung.) S. 214. 

—, Wave Motion and Sound. Von R. W. B. 
Stephens und A. E. Bate. (Buchbe- 
sprechung.) 8. 399. 

Stix, R., Die Wicklungen elektrischer Ma- 
schinen. Von H. Sequenz. I. Band. (Buch- 
besprechung.) S. 214. 

Szombathy, M., Schornsteine. Von O. Go6h- 
ring. (Buchbesprechung.) S. 98. 

Watzlawek, H., Die Bineutronen-Perioden 
der Reinelemente. S. 304. 

Weirich, H., Rechnerische Bestimmung der 
Spiegelbewegungen beim  Differential- 
wasserschlo8 von Johnson. §S. 154. 

Zimmermann, F., Uber Eigenschaften der 
Transformatorschaltgruppen in Matrizen- 
darstellung. 8. 105. 
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Soeben wurde vollstindig: 


_ Priifungs- und Ubungsaufgaben 
aus der Mechanik des Punktes und des starren Kérpers 
Von 


‘Karl Federhofer 


0. Professor an der Technischen Hochschule Graz 


In drei Teilen 


I. Teil: Statik. 165 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 243 Textabbildungen. V, 130 Seiten. 
1950. S 42.—, DM 9.60, $ 2.30, sfr. 10.— 


II. Teil: Kinematik und Kinetik des Punktes. 113 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 
105 Textabbildungen. IV, 103 Seiten. 1951. S 42.—, DM 9.60, $ 2.30, sfr. 10.— 


III. Teil: Kinematik und Kinetik starrer Systeme. 149 Aufgaben nebst Lésungen. 
Mit 191 Textabbildungen. V, 139 Seiten. 1951. S42.—, DM 9.60, $ 2.30, sfr. 10.— 


»-.-Hs ist erfreulich, wenn ein bewdhrter Lehrer und Fachmann auf dem Gebiete der 
Mechanik, wie Prof. K. Federhofer, darangeht, aus der groBen Zahl mechanischer Probleme 
eine mit viel Vorbedacht ausgewadhlte Reihe zu veréffentlichen... Die Originalitat sowie die 
kurze pragnante Form der Aufgaben' und Lésungen sind geeignet, den Studierenden zu 
physikalischem Denken zu erziehen. Das Buch kann nur.bestens empfohlen werden.“ 
Maschinenbau und Warmewirtschaft, Wien 


»..-Es hieSe Eulen nach Athen tragen, wenn man den Wert einer Aufgabensammlung der 
Mechanik besonders hervorheben wellte, noch dazu einer Sammlung aus der Feder eines Ver- 
fassers mit soleh groBer Lehrerfahrung. Diese kommt schon in der eigenartigen Anordnung 
zum Ausdruck, die zuerst die Textierung der Beispiele und erst in einem spateren Abschnitt 
die ausfthrliche Ausrechnung samt Anleitung und Rechenschema bringt. Der Studierende wird 
dadurch zur Selbstaéndigkeit angehalten und findet doch die nétige Belehrung.* 

Nachrichten der Osterreichischen Mathematischen Gesellschaft, Wien 


Lehrbuch der technischen Mechanik starrer Systeme 
Zum Vorlesungsgebrauch und zum Selbststudium 
Von 


Dr. Karl Wolf 


0. Professor an der Technischen Hochschule in Wien ~ 


Dritte, unverdnderte Auflage 
Mit 250 Textabbildungen. IX, 370 Seiten. 1947. S 86—, DM 23.—, $ 6.90, sfr. 28.50 


»».--Die fliissige Schreibweise und elementare, dabei aber streng wissenschaftliche Darstellung 
erleichtern dem Studierenden oder sonstigen Leser das Eindringen in die oft nicht leichten 
Zusammenhinge. Dem selben Zweck dienen sorgfaltig ausgewahlte und durchgehend verwendete 
GréBenbezeichnungen, viele instruktive, der technischen Praxis entnommene Beispiele und 
Hinweise auf alltigliche Beobachtungen, die einen besonderen Reiz des Buches bilden.“ _ 
= Maschinenbau und Wdrmewirtchaft, Wien 
,».»,Bemerkenswert ist die fliissige und klare Ausdrucksweise, die dem Leser die Einfiihlung 
in die nicht immer einfache Materie wesentlich erleichtert. Das Buch, welches sicher vAG| den 
besten Tehrbiichern der Mechanik gezahlt werden darf, ist iiberdies noch ein Beweis dafiir, 
daB auch eine einfachere, leichter verstandliche Darstellung ohne Verzicht auf wissenschaftliche 
Exaktheit médglich ist.“ Betrieb und Fertigung, Wien 
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Soeben erschien: 


Berechnung mechanischer Schwingungen 


Von: 
Dipl.-Ing. Dr. techn. Fritz Séchting 


\ tit. a. o. Professor an der Technischen Hochschule Wien 


Mit 140 Textabbildungen. X, 325 Seiten. 1951. Geb. S 147.—, DM 32.70, $7.80, sfr. 33.60 


Noch vor 50 Jahren war das Problem der Schwingungen von Konstruktionsteilen fir den 
Maschinenbauer ohne besonderes Interesse. Wegen der nicht genauen Kenntnis der vorhandenen 
Kriafte und Beanspruchungen wurden die einzelnen Bauteile der Maschinen so starr konstruiert, 
daB8 die Schwingungsausschlige klein blieben und keine Schwingungsschéden auftraten. Dies 
hat sich in den letzten Dezennien infolge der staéndig wachsenden Anspriiche beziiglich der 
Maschinenleistung und dem Bestreben, durch immer knappere Abmessungen Gewicht, Raum 
und Werkstoff einzusparen, grundlegend geaindert. Heute ist die Berechnung der auftretenden 
Schwingungsausschlige und Resonanzfrequenzen fiir den Techniker eine wichtige Aufgabe ge- 
worden. Ein Buch, das alle damit zusammenhangenden Probleme systematisch behandelt, wird 
daher von allen Maschinenbauern und Technikern, die sich speziell mit Schwingungsfragen 
befassen, begriiBt werden. Es wendet sich ebenso an den Studierenden, dem es den Weg zur 
selbstiindigen Weiterarbeit weisen will, wie an den in der Praxis stehenden Ingenieur. 


Soeben erschien: 


Lexikon der Elektrotechnik ~ 


Von 
Dipl.-Ing. Dr. techn. Giinther Oberdorfer 


0. Professor an der Technischen Hochschule in Graz 


Mit 371 Textabbildungen. VII, 488 Seiten. 1951. Geb. S 96.—, DM 20.—, $4.80, sfr. 20.60 


Das Gesamtgebiet der Elektrotechnik ist heute so umfangreich geworden, da es wohl nur von 
sehr wenigen Fachleuten in allen Zweigen iiberblickt wird. Aber auch diesen ist es unmédglich, 
mehr als nur die allerwichtigsten Begriffe der Nachbargebiete zu beherrschen. Da aber der 
Techniker oder Wissenschaftler standig auf fremde Fachausdriicke st68t und auch auf seinem 
eigenen Spezialgebiet nicht immer alle Hinzelheiten zur Verfiigung hat, ist er gezwungen, mehr 
oder minder umstandlich Nachschau in Bichern und zerstreuten Literaturstellen zu halten. 
Der bekannte Verfasser hat nun in dem vorliegenden Lexikon ein Werk geschaffen, das das 
Nachschlagen und die Orientierung iiber soleche Fachausdriicke und Begriffe wesentlich er- 
leichtert. Den alphabetisch angeordneten Stichworten sind je nach ihrer Bedeutung mehr oder 
minder umfangreiche, erklirende Abschnitte angegliedert, in denen das Stichwort definiert, 
seine Bedeutung erlautert oder Zusammenhinge mit anderen GréBen formelméBig oder 
tabellarisch angegeben werden. AuBerdem sind die meisten Stichworte in die englische und 
franzésische Sprache tbersetzt, so da8 das Lexikon auch als Wérterbuch niitzliche Dienste leistet. 
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